Lucrarea 6

INTEGRAREA NUMERICA

1. SCOPUL LUCRARII

Prezentarea principiului integrarii numerice precum s§i a unor algoritmi
consacrati de integrare numericd, implementarea acestora in limbaje de nivel inalt (in
particular ANSI C) si aplicarea lor in rezolvarea diferitelor probleme din electronica.

2. PREZENTARE TEORETICA

Metodele numerice de integrare se clasificd dupa tipul functiei de integrat si
valoarea limitelor de integrare.

I. Prima grupa de metode se refera la functiile continue si cu limite finite de
integrare. Aceste metode se impart la randul lor in doud subgrupe 1n functie de modul
de divizare a intervalului de integrare:

a) Metode ce Tmpart intervalul de integrare in subintervale de aceeasi
lungime, numarul subintervalelor fiind impus de operator. Dintre aceste
metode amintim: metoda dreptunghiului, metoda trapezului, metoda lui
Simpson si metoda lui Richardson;

b) Metode ce impart intervalul de integrare in asa fel incat eroarea de
calcul sa fie minima. Dintre aceste metode amintim si studiem metoda
cuadraturii a lui Gauss.

II. A doua grupa de metode se refera la integralele improprii, adicd la integrarea
functiilor cu discontinuitéti de speta intdi si a doua pe intervale de integrare finite sau
integrarea functiilor continue pe intervale de integrare infinite.

III. 4 treia grupa de metode numerice de integrare se ocupa cu integrarea dubla a
functiilor de doua variabile. Amintim n acest sens formulele de cubatura a trapezului
si a lui Simpson.
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2.1. INTEGRAREA FUNCTIILOR DE O SINGURA
VARIABILA. METODE CU DIVIZARE CONSTANTA

2.1.1. METODA DREPTUNGHIULUI
Fie integrala: .
I=ff(x)dx (6.1)
unde f(x) este o functie continud [;Ze la,b]| ,iar a si b sunt finite.

Calculul numeric al acestei integrale se realizeaza prin divizarea intervalului
la,b] in n subintervale de lungime egala cu:

b—a
Dx = p =X, ., —X,=h ,cui=01,..,n-I (6.2)
Se calculeaza aproximativ aria fiecarui dreptunghi:
b—a
si=——/(x,) (6.3)
si se ITnsumeaza aceste arii:
n—1 n—1

2 s;=h-) f(x,) (6.4)
i=0 =0
unde X, = ath-i

Formula (6.4) reprezintd formula de integrare a dreptunghiului.

Precizia metodei este limitatd. Aceasta variantd de calcul este de obicei didactica,
avand ca scop intelegerea principiului numeric de calcul al integralelor. Eroarea sa de
trunchiere este zero doar pentru functii constante, adica polinoame de grad 0.

2.1.1.  Algoritmul 5.1. Metoda dreptunghiului

real I Dreptunghi
(

Adr functie, // Adresa unei functii reale de

// variabild reald (pointer la functie)
real ls, // limita stédngd a intervalului de integrare
real 1d, // limita dreaptd a intervalului de integrare
intreg n // numdrul de subintervale

)

{ // corpul de instructiuni al functiei

// declararea si definirea variabilelor locale
real h; // valoarea lungimii unui subinterval
real sum; // variabild care tine valoarea integralei
intreg 1i; // indice pentru ciclul ‘for()’
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// operatiile efective
sum = 0; // initializarea variabilei in care tinem
// valoarea integralei.

:ld—ls

n

h

pentru i= 1 + n
sum = sum + h* (*Adr functie) (1s+i*h);
returneaza sum;

Obs.:

Notatiile ‘Adr_functie’ si ‘(*Adr_functie)(...)> sunt simbolice. Ele reprezinta,
respectiv, adresa unei functii (numele pointerului la functie) si apelul indirect al unei
functii, prin intermediul pointerului cétre acea functie. Vedeti Anexa B - “Notiuni de C
necesare desfasurarii lucrarilor de laborator” pentru lamuriri.

2.1.2. METODA TRAPEZULUI

Fie integrala:
b
1=[ flx)ax,

unde f (x) este continua pe [a, b] si a, b sunt finite.
Intervalul [a, b] se imparte in # subintervale de lungime egala, Ax;:

b_
=%y i=0l..nl,
n

Aria [; este aproximatd prin aria trapezului avand coordonatele varfurilor
(xi,f(xi))’”espeaiv(xiﬂ,f(xiﬂ)) , adica:
x )+ f(x;
]i))f( 1) 2f‘( l+l)h (65)

Dxl.le.+l—x.

1

Sumandu-se apoi relatia (6.5) dupa i, acoperindu-se astfel toate fasiile de arie

posibile, rezulta:
n—1

h
I»Eg(l)[f(xi)"'f(xm)

N |

=2 [ f(xg) 42 (x) )44 2(x, 4 £ (x,)] (6.6)

In aceast relatie se tine cont ca limitele de integrare sunt de fapt x,=a, si x,=b.

Aceasta expresie reprezintd formula de integrare numerica prin metoda trapezului
si are eroare de trunchiere nuld pentru functii polinomiale pdnd la gradul intdi
inclusiv. Aceastd exprimare se traduce prin aceea cd, dacd dorim sd compardm
metodele intre ele trebuie sa facem apel la dezvoltarea in serie de puteri (sau Taylor) a



88

Indrumar de laborator pentru Metode Numerice

functiei de integrat. in raport de cati termeni preluim din aceasta dezvoltare, putem si
clasificam metodele din punctul de vedere al preciziei de calcul.

2.1.2.1. Algoritmul 5.2. Metoda trapezului

real I Trapez

(

Adr functie, // Adresa unei functii reale de

// variabila reald (pointer la functie)
real ls, // limita stdngd a intervalului de integrare
real 1d, // limita dreaptd a intervalului de integrare
intreg n // numdrul de subintervale

// declararea si definirea variabilelor locale

real h; // valoarea lungimii unui subinterval
real sum; // se retine valoarea integralei
intreg 1i; // indice pentru ciclul ‘for()’

// corpul de instructiuni al functiei

h:ld—ls

n

sum = LA A1)
* h;

pentru i= 1+ n-1
sum = sum + h* (*Adr functie) (1s + i*h);
returneaza sum;

Obs.:

Notatiile ‘Adr functie’ si ‘(*Adr functie)(...)’ sunt simbolice. Ele reprezinta,
respectiv, adresa unei functii (numele pointerului la functie) si apelul indirect al unei
functii, prin intermediul pointerului cétre acea functie. Vedeti Anexa B - “Notiuni de C
necesare desfasurarii lucrarilor de laborator” pentru lamuriri.

2.1.3. METODA LUI RICHARDSON

Aceastd metodd da o precizie mai bund de calcul a integralei numerice decat
metoda trapezului si s-a obtinut prin modificarea metodei trapezului. Este o metoda in
care apare dubla-divizare a intervalului de integrare.

Se pleaca de la eroarea de trunchiere a metodei trapezului, care pentru o diviziune
de latime /4 = (b-a)/n este:

ern = Ch2 (67)

Pentru cealalta diviziune, k = (b-a)/m, se obtine eroarea de trunchiere:

er=CkK (6.7
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Pentru fiecare diviziune se poate scrie:

= ]h + erh
respectiv (6.8)
1= Ik + erxk
Eliminénd constanta C intre relatiile (6.8) se obtine expresia:
1,—1,
k \* | (6.8")

I:]h+

h

expresie ce poartd denumirea de formula lui Richardson.

Precizia acestei metode este mai bund decat metoda trapezului, oferind rezultate
comparabile sau mai bune decat ale metodei trapezului, dar folosind un numar de
diviziuni mai mic. Insa gradul maxim al unei evaludri polinomiale a functiei de
integrat ramane acelasi cu cel din metoda trapezului. Astfel, aceastd metoda ofera erori
de trunchiere minime sau nule pentru functii polinom de pana in grad 1, inclusiv.

2.1.3.1. Algoritmul 5.3. Metoda lui Richardson

real I Richardson

(

Adr functie, // Adresa unei functii reale de

// variabild reald (pointer la functie)
real ls, // limita stédngd a intervalului de integrare
real 1d, // limita dreaptd a intervalului de integrare
intreg n, // numdrul de subintervale 1
intreg m // numdrul de subintervale 2

// declararea si definirea variabilelor locale

real h; // valoarea lungimii unui subinterval divizat
// in n sub-diviziuni
real k; // valoarea lungimii unui subinterval divizat

// im m sub-diviziuni
real sumh; // valoarea integralei cu diviziunea h
real sumk; // valoarea integralei cu diviziunea k
real sum; // valoarea integralei
intreg i; // indice intreg pentru ciclul ‘for()’

// instructiunile de calcul
ld-1 Id-1
h=""2= ==

n m

2 (A + (Adr (),
2 * h .
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sunk = AN+ CAdr )
* k;

pentru i= 1 + n-1

sumh = sumh + h* (*Adr_ functie) (1s + i*h);
pentru i= 1 + m-1

sumk = sumk + k* (*Adr_ functie) (1s + i*k);
sum=sumh + (sumh-sumk)/( (k/h)*(k/h)-1 );

returneazd sum;

}

Obs.:

Notatiile ‘Adr functie’ si ‘(*Adr_functie)(...)’ sunt simbolice. Ele reprezinta,
respectiv, adresa unei functii (deci un pointer la o functie) si apelul indirect al unei
functii, prin intermediul pointerului cétre acea functie. Vedeti Anexa B - “Notiuni de C
necesare desfasurarii lucrarilor de laborator” pentru lamuriri.

2.1.4. METODA LUI SIMPSON

Formula de calcul a metodei lui Simpson se poate deduce usor utilizand formula
lui Richardson.

Si aceastd metoda utilizeaza doua diviziuni (dubla-divizare, ca In metoda
Richardson), intre care avem dependenta:

k=2h (6.9)
Dacid cele doud diviziuni sunt k= b’;a , si /’lzbn;a , si scriem formula
metodei trapezului pentru fiecare diviziune in parte:
n—1
h h
Izﬁgz S (x )+ (x) ZE[f(x0)+2f(xl)+...+2(xn71)+f(xn)} :
i=0
respectiv:
kS k
[kNEZ {f(xj)+f('x[+1) :E[f(xo)"'zf()ﬁ)+'~+2(x,1_1)+f(xn)
i=0

atunci folosind formula (6.8"), in care Tnlocuim relatiile (6.10) deducem relatia metodei
Simpson:

lzg[f(xo)wf(xl)+2f(x2)+4f(x3)+...+4f(xn_1)+f(xn)

(6.10)

Expresia (6.10) reprezintd formula de calcul numeric al integralei pentru metoda
lui Simpson. Atragem atentia ca n este un numar par.
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Precizia de calcul a acestei metode este mai buna decat ale metodelor precedente.
Se aratd (v. [Dorn, McCracken)) ca eroarea de trunchiere este nuld pentru polinoame
cu grad cel mult 3.

Nu trebuie interpretat cd este o metoda dedicata functiilor tip polinom. Ci doar c4,
pentru erori minime sau nule, functia de integrat trebuie ori sa fie un polinom de grad
cel mult 3, ori o functie nepolinomiald, care de fapt se trunchiaza la primii 4 termeni ai
dezvoltdrii 1n serie de puteri, sau Taylor, asociata.

2.1.4.1. Algoritmul 5.4. Metoda lui Simpson

real I _Simpson

(

Adr functie, // Adresa unei functii reale de

// variabild reald (pointer la o functie)
real 1s, // limita stdngd a intervalului de integrare
real 1d, // limita dreaptd a intervalului de integrare
intreg n // numdrul de subintervale (par)

// declararea si definirea variabilelor locale

real h; // valoarea lungimii unui subinterval

real suma; // in aceastd variabila se retine valoarea
// integralei

intreg i; // contor al ciclului for()

// instructiunile efective de calcul
ld—Is
h=

n

(FAdr(f)) + (*4dr(£)),)
3

sum =h*

pentru i= 1 + n-1
dacd (i este par)
sum = sum + 2*h* (*Adr functie) (1s+i*h)/3;
altfel sum = sum + 4*h*(*Adr functie) (1s+i*h)/3;

returneaza sum;

Obs.:

1) Vedeti Anexa B - “Notiuni de C necesare desfasurarii lucrarilor de laborator”,
sectiunea “Operatori”, pentru testul de paritate (folosirea operatorului % ‘modulus’).
O altd variantd (de asemenea discutatd in Anexa B) este folosirea in tandem a unei
structuri de tipul ‘div_t’ si a functiei ‘div()’.

2) Notatiile ‘Adr functie’ si ‘(*Adr_functie)(...)’ sunt simbolice. Ele reprezinta,
respectiv, adresa unei functii (numele pointerului la functie) si apelul indirect al unei
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functii, prin intermediul pointerului cétre acea functie. Vedeti Anexa 2 - “Notiuni de C
necesare desfasurarii lucrarilor de laborator” pentru lamuriri.

2.2. INTEGRAREA FUNCTIILOR DE O SINGURA VARIABILA
PRIN METODE CU DIVIZARE VARIABILA

Dintre aceste metode se prezintd metoda cuadraturii lui Gauss. Aceastad metoda
determina punctele de divizare ale intervalului de integrare astfel ca eroarea de calcul
a integralei sa fie minima.

22.1. METODA CUADRATURII GAUSSIENE CU DOUA
PUNCTE

Aceasta metoda reduce orice interval de integrare [a,b] la intervalul [-1,1] cu
ajutorul formulei de substitutie:

2x—(b+
y=2x—(bta) 6.11)
b—a
Pentru x=/ rezultd y=-1, iar pentru x=>b rezulta y=I/. Din relatia (5.11) se poate
scrie:

x=%(b—a)y+%(b+a) (6.12)
si de aici:
dx:%(b—a)dy (6.13)

b
Ca urmare, integrala initiala in forma / :J' f (x)dx se transforma 1n integrala:

a

+1 +1
1 1 1
1=] f|(b=a)y+Z(b+a)|S(b—a)dy=[ d(y)dy (619
-1 -1

in care noua variabild este y. S-au folosit in determinarea relatiei (6.14) formulele
(6.12) 51 (6.13).

Integrala din (6.14) este in final aproximata printr-o sumad, asa cum s-a facut de
fiecare data (din punct de vedere matematic integrala devine o suma). Mai exact:

fmw@:;amw» (6.14)

Precizia metodei este cea mai buna intre metodele de integrare de tip cuadratura
(pentru functii de o variabild). Aceastd putere de calcul este de fapt justificatd, din
moment ce metoda foloseste in rezolvare polinoamele Legendre. Echivalentul
matematic este acela de aproximare a functiei concrete de integrat printr-un polinom
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Legendre echivalent, pentru un anumit grad dorit de catre utilizator. Cu cat gradul
preluat in calcule este mai mare, cu atat precizia metodei evident creste.

Polinoamele Legendre sunt definite pe intervalul [-1, 1]. De aceea se impune
schimbarea limitelor de integrare initiale. Pe acest interval polinoamele prezintd un
numar de radacini reale, distincte (gradul de multiplicitate al fiecarei solutii este 1).
Din cauza ca aceste rddacini nu sunt egal departate intre ele, si nici fatd de capetele
intervalului de integrat, aceastd metoda este clasificatd drept metoda cu divizare
variabila.

Aceastd precizie de calcul se poate impune in mod direct, prin stabilirea gradului
polinomului Legendre dorit in calcul.

Exista valori tabelate ale radacinilor acestor polinoame (notate aici cu U;), ca si a
ponderilor (4;), valori ce intervin in relatia (6.14'). S-au dat aceste valori pentru toate
gradele polinomului Legendre péana la 16.

2.2.1.1.  Algoritmul 5.5. Metoda cuadraturii lui Gauss

real I Gauss

(

Adr functie, // Adresa unei functii reale de o

// variabild reald (pointer la o functie)
real 1s, // limita sté&ngd a intervalului de integrare
real 1d, // limita dreaptd a intervalului de integrare
intreg n // gradul polinomului lui Legendre

// declararea si definirea variabilelor locale

real A[N][N]; // matricea ponderilor

real UI[N][N]; // matricea solutiilor polinoamelor lui
// Legendre

real sum; // valoarea integralei

intreg i; // contor intr-un ciclu for ()

// instructiunile de calcul ale metodei

Construieste vectorul/matricea A[N] [N]; // v. mai jos
Construieste vectorul/matricea U[N] [N]; // v. mai jos
suma = 0;
pentru i= 0 + n-1

sum = sum +

0.5 * A[n][1i]*(1d-1s)*
(*Adr functie) (0.5* (1d- 1s)*U[n][i] + 0.5*( 1ls+1d));

returneazda sum;
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Obs.:

Notatiile ‘Adr_functie’ si ‘(*Adr_functie)(...)> sunt simbolice. Ele reprezinta,
respectiv, adresa unei functii (numele pointerului la functie) si apelul indirect al unei
functii, prin intermediul pointerului cétre acea functie. Vedeti Anexa B - “Notiuni de C
necesare desfasurarii lucrarilor de laborator” pentru lamuriri.

// Valorile coeficientilor A/n]/[i]

n=0
{0,90,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0},
n=1
{0,90,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0},
n=2
{1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0},
n=3
{5.0/9.0,8.0/9.0,5.0/9.0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0},
n=4
{0.347854854137454. 0.652145145862564
0.652145145862564, 0.347854854137454
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0}
n=>5
{0.236926885056189, 0.478628670499366
0.568888888888889, 0.478628670499366,
0.236926885056189, 0,
0, 0,
0, 0,
0, 0,
0, 0,
0, 0}
n=6
{ 0.17132449237917, 0.360761573048139,
0.467913934572691, 0.467913934572691,
0.360761573048139, 0.17132449237917,
0, 0,
0, 0,
0, 0,
0. 0,
0, 0}
n=7

{0.12948496616887,
0.381830050505119,
0.381830050505119,
0.12948496616887,

’
14

’

[ecNeoNeNe}

14

0.279705391489277,
0.417959183673469,
0.279705391489277,

’
4

’

[eNeoNeoNoNe]

}
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n=_8

{0.101228536290376,
0.313706645877887,
0.362684783378362,
0.222381034453374,

14

[eoNeNeNe]

’

{ 0.08127438361574,
0.260610696402935
0.33023935500126
0.260610696402935,
0.08127438361574,
0
0
0

’
14

’

{0.066671344308688,
0.219086362515982,
0.295524224714753,
0.26926671930999¢,
0.14945134915058,
0,

0,
0

14

{0.055668567116,
.186290210928,
.26280454451,
.26280454451,
.186290210928,
.055668567116,

~

OO O OO oo

~

{0.047175336387,
.160078328542,
.233492536538,
.249147045813,
.203167426723,
.106939325995,

~

O O O OO oo

~

{0.040484004765,
.13887351022,
.207816047537,
.232551553231,
.207816047537
.13887351022,
.040484004765,

~

cNoNeoRoNeoNeoNoNe)

~

.222381034453374,
.362684783378362,
.313706645877887,
.101228536290376,

l4

4

[oNeoNeoNoNoNeoNoNe]

by

.180648160694857

.312347077040003,
.312347077040003,
.180648160694857,

~

~

[oNeoNeoNoNoNeoNoNe]

— ~

4

.14945134915058

.269266719309996,
.295524224714753,
.219086362515982,
.066671344308688,

[eNeoNeoNoNeNoNeNol

— ~

14

.125580369465,
.233193764592,
.272925086778,
.233193764592,
.125580369465,

[oNeoNeoNoNoNeNoNe]

— ~

4

.106939325995,
.203167426723,
.249147045813,
.233492536538,
.160078328542,
.047175336387,

[oNeoNeoNoNeNoNeNol

— ~

14

.092121499838,
.178145980762,
.226283180263
.226283180263,
.178145980762,
.092121499838

[oNeoNeoNoNoNeNoNe]

— ~
~
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n=14

n=16

{0.035119460332,
.121518570688,
.185538397478,
.215263853463,
.205198463721,
.157203167158,
.0801580871¢6,

OO O OO oo

’

{0.03075324199¢,
.107159220467,
.166269205817,
.198431485327,
.198431485327,
.166269205817,
.107159220467,
.03075324199¢6,

O O O OO oo

{0.027152459%9412,
.095158511682,
.149595988817,
.182603415045,
.189450610455,
.169156519395,
.124628971256,
.062253523939,

OO O OO oo

.08015808716,
.157203167158,
.205198463721,
.215263853463,
.185538397478,
.121518570688,
.035119460332,
by

[oNeoNeoNoNoNeoNoNe]

.070366047488,
.139570677926,
.186161000016,
.202578241926,
.186161000016,
.139570677926,
.070366047488,
}y

[eNeoNeoNoNeNoNeNol

.062253523939,
.124628971256,
.169156519395,
.189450610455,
.182603415045,
.149595988817,
.095158511682,
.027152459412};

[oNeoNeoNoNoNeNoNe]

// Solutiile polinoamelor lui Legendre, U[n][i]

n=0

{o,0,09,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0},

{o,0,09,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0},

{0

14

[cNoNeoNeoNeoNeNe)

’

{0
-0
0,

’

O O O oo

14

{0.861136311594053,
-0.339981043584856,

.5773502692,

.7745966692,
.7745966692

|
o

.5773502692,

~ 0~

[cNoNeoNeoNeoNeNe)
~ 0~ — N N N~
~

~

~

~

cNoNeoRoNeoNeoNeNe)
~

— ~

4

0.33998104358485¢,
-0.861136311594053,
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n=10

{0.906179845938664,
0,
-0.906179845938664,
0,

’

[ecNeoNeNe)

14

{0.932469514203152,
0.238619186083197,
-0.661209386466265,
0,

14

[eoNeNeNe]

’

{0.949107912342759,
0.405845151377397,
-.405845151377397,
-0.949107912342759,
0,

0,
0,

0,
{0.96269856497336,
0.525532409916329,
-0.18343464249565,
-0.796666477413627,
0,

0,
0,

0,
{0.968160239507626,
0.613371432700591,
0,
-0.613371432700591,
-0.968160239507626,
0,

0,

0,

{0.973906528517172,
0.679409568299024,
0.148874338981631,
-0.433395394129247,
-0.865063366688985,
0,

0,

0,

0,
0,
0

0.538469310105683,
-0.538469310105683,
0,

’

O O O O o
~

by

0.661209386466265,
-0.238619186083197,
-0.932469514203152,
0,

0},

0.741531185599394,
0,
-0.741531185599394,
0,

0,

0,

0,

0},

0.796666477413627,
0.18343464249565,
-0.525532409916329,
-0.96269856497336,

0},

0.836031107326636,
0.324253423403809,

-0.324253423403809,

-0.836031107326636,

0,

0,

0,

0},

0.865063366688985,
0.433395394129247,
-0.148874338981631,
-0.679409568299024,
-0.973906528517172,
0,

0,

0},
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n=11

{0.97822865814¢,
0.730152005574,
0.269543155952,
-0.269543155952,
-0.730152005574,
-0.978228658146,
0,

0,

{0.981560634247,
0.769902671494,
0.367831498998,
-0.125233408511,
-0.587317954287,
-0.90411725637,
0,

0,

{0.984183054719,
0.801578090733,
0.448492751036,
0,
-0.448492751036,
-0.801578090733,
-0.984183054719,
0,

{0.986283808697,
0.82720131507,
0.515248636358,
0.108054948707,
-0.319112368928,
-0.687292904812,
-0.928434883664,
0,

{ 0.98799251802,
0.84820658341,
0.570972172609,
0.201194093997,

-0.201194093997,

-0.570972172609,

-0.84820658341,

-0.98799251802,

{0.989400934992,
0.865631202388,
0.617876244403,
0.281603550779,
-0.095012509838,
-0.458016777657,
-0.755404408355,
-0.944575023075,

0.887062599768,
0.519096129207,
0,
-0.519096129207,
-0.887062599768,
0,

0,

0},

0.90411725637,
0.587317954287,
0.125233408511,
-0.367831498998,
-0.769902671494,
-0.981560634247,
0,
0},
0.917598399223,
0.64234933944,
0.230458315955,
-0.230458315955,
-0.64234933944,
-0.917598399223,
0,

0},

0.928434883664,
0.687292904812,
0.319112368928,
-0.108054948707,
-0.515248636358,
-0.82720131507,
-0.986283808697,
0},

0.937273392401,
0.72441773136,
0.394151347078,
0,
-0.394151347078,
-0.72441773136,
-0.937273392401,
0},

.944575023075,
.755404408355,
.458016777657,
.095012509838,
-0.281603550779,
-0.617876244403,
-0.865631202388,
-0.989400934992}
b

[eoNeNoNe]
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2.3. CALCULUL NUMERIC AL INTEGRALELOR DUBLE

Pentru simplitate vom considera domeniul de integrare al functiei de doua
variabile un dreptunghi

b d
ﬂf(x,y)dxdy:fff(x,y)dxdy (6.15)
D a c

reprezintd integrala dubld dintr-o functie de doud variabile. Pentru calculul valorii
acestei integrale vom utiliza formula de cubaturd a trapezului si formula de cubatura
a lui Simpson, prezentate in continuare.

2.3.1. FORMULA DE CUBATURA A TRAPEZULUI

Intervalele de integrat [a,b] si [c,d] se impart 1n subintervale de lungimi egale
d—c

h= %a si, respectiv k=
(6.16)

xi+1’)ﬁ+1 a[xi’Jﬁ+1

si se considera dreptunghiul cu varfurile [X Y i} , [x i1 Y i} ,
Pentru dreptunghiul dat se calculeaza integrala /;; aplicand formula trapezului.

Integrala pe intreg domeniul cu doud dimensiuni din plan este:

n—1m—1 n—1m—1
kh
I:Z Z IUZTZ z [f(xi’yj)-'_f('xi)yj+])+f(‘xi+l’yj)+f(‘xl‘+1’yj+1)
i=0 j=0 i=0 j=0

(6.17)

expresie cunoscuta sub numele de formula de cubaturd a trapezului.

2.3.1.1. Algoritmul 5.6. Metoda cubaturii trapezului

real I Cubatura Trapez
(
Adr functie, // Adresa unei functii reale de doud
// variabile reale (pointer la functie(x,y))

real a, // limita sté&ngd a intervalului de integrare
// pe axa Ox

real b // limita dreaptd a intervalului de integrare
// pe axa Ox

real c, // limita stédngd a intervalului de integrare
// pe axa Oy

real d, // limita dreaptd a intervalului de integrare

// pe axa Oy
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intreg n, // numdrul de subintervale pe axa Ox
intreg m // numdrul de subintervale pe axa Oy
)
{
// declararea si definirea variabilelor locale
intreg i, J; // indici pentru buclele ‘for()’
real h; // valoarea lungimii unui subinterval diviziunea n
real k; // valoarea lungimii unui subinterval diviziunea m
real sum; // valoarea integralei

// instructiunile de calcul ale metodei

h::b__a ; kZZd__c ; // calculul valorii fiecdrei diviziuni
n m
sum = 0;
pentru i= 0 + n-1
pentru j= 0 + m-1

sum = sum + ((h*k)/4) *

(

(*Adr functie) (a+i*h, ctj*k) +
(*Adr functie) (a+i*h, ct+(j+1)*k) +
(*Adr functie) (a+(i+1)h, c+i*k) +
(*Adr functie) (a+(i+1)h, c+ (j+1) *k)

) ;

returneaza sum;

}

Obs.:

Notatiile ‘Adr functie’ si ‘(*Adr functie)(..)’ sunt simbolice. Ele reprezinta,
respectiv, adresa unei functii (numele pointerului la functie) si apelul indirect al unei
functii, prin intermediul pointerului cétre acea functie. Vedeti Anexa B - “Notiuni de C
necesare desfasurarii lucrarilor de laborator” pentru lamuriri.

2.3.2. FORMULA LUI SIMPSON DE CUBATURA

Pentru acelasi dreptunghi [a,b,c,d ] vom aplica formula lui Simpson de
integrare.
Vom considera dreptunghiul de integrare cu varfurile

[xi’ yj} s {xm , y_/} ’ {xm Vv
si cu punctul central [xl-,y_,. .

i {xi’y_]?]

Integrala pe dreptunghiul |a,b,c,d| este data de formula de cubaturd a lui
Simpson:
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n—1m—1 kh n—1m—1
I:Z Z 11]:?2 z {f(xj—l’yj—1>+f(x[+1’yj—])+f<x[—1’yj+])+f(x[+1’yj+])+
i=0 j=0 i=0 j=0
#4 £ (x4 f (xy )0 (o )+ f (3 , ) [16 £ (x|
(6.18)
2.3.2.1. Algoritmul 5.7. Metoda lui Simpson de cubatura

real I Cubatura Simpson

( Adr functie, // Adresa unei functii reale de doud

// variabile reale (pointer la functie(x,y))

real a, // limita sté&ngd a intervalului de integrare
// pe axa Ox

real b, // limita dreaptd a intervalului de integrare
// pe axa Ox

real c, // limita sté&ngd a intervalului de integrare
// pe axa Oy

real d, // limita dreaptd a intervalului de integrare
// pe axa Oy

intreg n, // numdrul de subintervale pe axa Ox

intreg m numdrul de subintervale pe axa Oy

)

{

// declararea si definirea variabilelor locale

real h; // valoarea lungimii unui subinterval divizat in n
real k; // valoarea lungimii unui subinterval divizat in m
real sum; // valoarea integralei
intreg i, J; // indici pentru buclele
// instructiunile de calcul ale functiei

‘for ()’

b—a d—c . o
h= ; k= ; //calculul valorilor fiecdrei diviziuni
m
sum = 0;
i=1;
executad
{
3=
executa
{
sum = sum + ((h*k)/9)*
(
(*Adr_functie) (sx+(i-1)*h, sy+(j-1)*k) +
+ (*Adr functie) (sx+(i+1)*h, sy+(j-1)*k) +
+ (*Adr functie) (sx+(i-1)*h, sy+(j+1)*k) +
+ (*Adr_ functie) (sx+(i+1)*h, sy+(j+1)*k) +
+ 4 (*Adr_ functie) (sx+i*h, sy+ (§+1) *k) +
+ 4* (*Adr functie) (sx+i*h, sy+(j-1)*k) +
+ 4*(*Adr_ functie) (sx+(i-1)*h, sy+j*k) +
+ 4* (*Adr functie) (sx+(i+l)*h, sy+j*k) +
+ 16* (*Adr functie) (sx+i*h, sy+j*k)
); /* vedeti formula (6.18) */
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j = 3+2; // sau: j+=2;
} cat timp (j<= m-1);
i = 1+42; // sau: i+=2;

} cadt timp(i<= n-1);
returneazda sum;

}

Obs.:

Notatiile ‘Adr functie’ si ‘(*Adr_functie)(...)’ sunt simbolice. Ele reprezinta,
respectiv, adresa unei functii (numele pointerului la functie) si apelul indirect al unei
functii, prin intermediul pointerului cétre acea functie. Vedeti Anexa B - “Notiuni de C
necesare desfasurarii lucrarilor de laborator” pentru lamuriri.

3. DESFASURAREA LUCRARII
3.1. INTREBARI

Enumerati n ordinea crescatoare a preciziei metodele de integrare.

Cum se justifica eroarea de calcul a metodei SIMPSON, in situatia in care

numarul de diviziuni este impar?

3. Ce ordonate au valoarea dublatd in calculul sumei pentru metoda
trapezului?

4. Care este gradul maxim al unei functii In exprimare polinomiald pentru
care metoda RICHARDSON ofera erori minime de calcul?

5. Cine impune schimbarea limitelor de integrare in metoda cuadraturii
Gauss?

6. Se pot compara metodele de integrare din punctul de vedere al numarului

de diviziuni?

N —

3.2 PROBLEME LABORATOR

1. Sa se implementeze toti algoritmii prezentati sub forma de pseudo-cod, in
limbaj ANSI C.

3
2. Se da functia f(x) 2 ).exz.(l+sin x’) pentru care se

~ l+cos(1+x
cere integrala de la 0 la 3.

3. Se considera functia de doua variabile:

2, 2
f(x,y)z&.exp(1+x).sin(x+y+2)
1+2.x.y

Se cere valoarea integralei din functia data pe domeniul:
x 07[0,2]; ¥y 0O[0,2].
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3.3. TEME DE CASA

1. In cazul determinarii valorii integralei:
3.5

I= f x*-exp (x?)dx
-2

prin metoda Simpson, in ce situatie rezultatul obtinut este mai precis: cand
N=202 sau cand N=20217?

2. Si se calculeze valoarea medie a tensiunii in cazul unui redresor comandat
prin tiristor, stiind unghiul de comanda o=70° iar amplitudinea maxima a
tensiunii de intrare, U,=5V. Folositi o metoda numerica luand N=10. Calcul

manual.
T '
Indicatie: UO:FI(é’f(t)dtff(f):UmSln(cwt)
b
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