Lucrarea 9

REZOLVAREA NUMERICA A
ECUATIILOR DIFERENTIALE

1. SCOPUL LUCRARII

Studiul §i insugirea unor metode de rezolvare a ecuatiilor diferentiale cu ajutorul
unor algoritmi care vor fi implementati intr-un limbaj de nivel inalt (in particular, C)
si aplicarea acestora in rezolvarea unor probleme de electronica.

2. PREZENTAREA TEORETICA

In acest capitol sunt prezentate metodele de rezolvare a ecuatiilor diferentiale
ordinare, prin metode directe de tip Runge—Kutta §i prin metode indirecte de tip
predictor-corector.

2.1. REZOLVAREA NUMERICA A ECUATIILOR DIFERENTIALE
ORDINARE DE ORDINUL INTAI

Se considera ecuatiile de tipul:
y =) ©.1)
cu conditia initiala:
¥(x9) =g 9.2)
Ecuatia diferentiald (9.1) defineste o curba in planul xOy .

Solutia unei ecuatii diferentiale reprezinta o familie de curbe, si aceasta deoarece in
rezolvarea unei astfel de ecuatii apare operatia de integrare, pentru integrale de tip
Riemann, fara limite de integrare la stanga sau la dreapta. Apare asadar, inevitabil, o
constantd de integrare. Conditia initiala are rolul de a particulariza aceastd constanta de
integrare, in acest fel determindnd una dintre curbele din familie, in functie de
problema.

Rolul metodelor numerice folosite este acela de a aproxima prin puncte curba
solutie aleasa.
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2.1.1. METODA LUI EULER iIMBUNATATITA (media pantelor)

Aceastd metoda face parte din grupul de metode de tip Runge-Kutta de ordin 2.
deoarece di aceleasi solutii ca si metoda lui Taylor pani la 4’ .
Utilizeaza media pantelor din punctele (x,,,v,,) $1 (X, 1>V, ) Unde x,., =x,, +h

iar = +hy este ordonata obtinuti din ecuatia tangentei in punctul M la curba
y m+1 y m y m 5 5 g p
cupanta y, = f(x,.,). Grafic metoda este prezentati in figura 9.1. In acest punct H,

de coordonate ( x,,,,, v,, +hy,, ) se calculeaza panta la curba, anume:

v = flxpthy, +hy,) (9.3)

Y m+l1
Se face media dintre panta dreptei prin punctul M si panta dreptei prin punctul H,
si se noteaza cu:

2 =5 () + Ay, + ) (9.4)

x
m Xm+1

Fig. 9.1. - Calculul grafic al solutiei prin metoda lui Euler imbunatatita.

Dreapta de pantd z, este HT. Cu aceastd pantd z, se traseazd coarda prin M

(echivalent cu a spune ca se translateaza dreapta HT in punctul M) si se intersecteaza
cu dreapta (verticala) din punctul x=ux,,,, rezultdnd punctul R, de coordonate

(X1 Vms1) considerat al doilea punct de pe curba solutie, primul fiind considerat

m

M(x,, y,, ). Ecuatia coardei prin M este:
Y=YVmt 05- (f(xm’ym) + f(xn1+h’ym + hy;n))(x - xm) (95)
Punctul R, care reprezinta solutia numerica a ecuatiei diferentiale, are ordonata:

Vet = Y +05-h-( £ (5,00 ) + (00, + 7)) (9.6)
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unde y;71 = f(xm’ym) .

Aceasta formuld (9.6) reprezintd formula de calcul a solutiilor numerice pentru o
ecuatie diferentiald ordinara de ordinul intai.

2.1.1.1. Algoritmul 9.1. Metoda lui Euler imbunatatita

void Euler Imb

(

Adr functie,

real
real

real

real

)
{7/

real

intreg i;

X0/

Yor

/* Adresa unei functii reale de doua
variabile reale ce reprezintd ecuatia
diferentiald (pointer la o functie) */

/* abscisa punctului initial prin care trece
graficul solutiei */

/* ordonata punctului initial prin care trece
graficul solutiei */

/* pasul 1iIntre abscisele punctelor de calcul
ale solutiei intreg n, numdrul de puncte 1in
care se calculeazd solutia */

/* vectorul ordonatelor (ce vor fi calculate)
ale punctelor prin care se aproximeaza
solutia ecuatiei diferentiale */

declaratiile si definitiile variabilelor locale

x [N];

// vectorul absciselor calculate ale solutiei
//numerice
// indice pentru bucla ‘for()’.

// corpul de instructiuni al functiei

y[0]l= yos

x[0]=xq, // se porneste cu punctul initial.

pentru i= 1+ n
{/* calculul absciselor si ordonatelor punctelor prin

care se aproximeazd solutia ecuatiei */

x[1]= x[0]+i*h;
y[i]= y[i-1] + 0.5*h*( *Adr functie( x[i-1],y[i-1]) +
*Adr functie(x[i], yl[i-1] + h*(*Adr functie( x[i-1],

+
y[i-1])
}

}

Observatii:

1)

2)

);

Notatiile ‘Adr functie’ si “*Adr functie’ sunt simbolice. Ele reprezinta,
respectiv, adresa unei functii (deci un pointer la o functie) si apelul unei
functii prin pointer. Vedeti Anexa B - “Notiuni de C necesare desfasurarii
lucrarilor de laborator” pentru lamuriri.

Alegerea numarului ‘N’ de componente al vectorilor “x[ ] si ‘y[ |” se face in
functie de numarul ‘n’ al punctelor prin care se doreste aproximarea solutiei.
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Intre N si n exista legitura: N=n+1, deoarece in C indexarea vectorilor se
face de la valoarea 0.

2.1.2. METODA LUI EULER MODIFICATA (media punctelor)

Face parte din clasa metodelor de rezolvare de tip Runge-Kutta de ordin 2,
deoarece, ca si Euler imbunatatita, ofera aceleasi solutii ca si metoda lui Taylor pana la
.

In cadrul acestei metode nu se mediaza pantele, ci se evalueazi panta intr-un punct
care reprezintd media a doud puncte.

Consideram curba din figura 9.2 in care se da punctul initial M prin care sé treaca
curba solutie a ecuatiei diferentiale si dorim sa determinam cel de al doilea punct al
solutiei. Prin punctul (x,,, y,, ) dat, cunoscut sau determinat, se duce tangenta prin M si

se determind pe aceastd tangentd punctul H de coordonate ( x ). Pana in acest

m+l > Vm+l
punct nu exista deosebire cu metoda Euler imbunatatita.
Tangenta prin punctul M are ecuatia
Y=Yt (X)X =x,,) 9.7)
Prin intersectia cu dreapta (verticala) in punctul x=x, +/4 rezultd coordonatele
punctului H:
H(xm+1 =Xy th, Y1 =V T (X, 9,) (9.8)

prezentat in figura 9.2.
Metoda face media coordonatelor punctelor M si H si determina punctul:

h h
P(xpzxn1+55 Yp =Vm +5f<xmﬂym)) (99)
Se calculeaza panta solutiei y in acest punct P si rezulta:
h h
Zm =f(xm+55 ym+5f(xmﬂym)) (910)

Se scrie ecuatia dreptei care trece prin P, de pantd z,, si se intersecteaza cu
verticala In punctul urmétor pe abscisa:

'xm+1 = 'xm + h
Dreapta MN are ecuatia:
h h
y = ym +f(xm +5’ ym +Ef(xm’ym ))(x_xm) (91 1)

Prin intersectia dreptei (8.11) cu verticala in punctul x =x,,,, =x,, +h se determina
ordonata R:

h h
Y+l =ym+hf xm+55 ym+5f(xmﬂym) (912)

care reprezintd formula de calcul a ordonatelor solutiei ecuatiei diferentiale.
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X

m+1

Fig. 9.2. - Calculul grafic al solutiei ecuatiei diferentiale prin metoda lui Euler
modificata.

2.1.2.1. Algoritmul 9.2. Metoda lui Euler modificati

void Eul Mod
(

Adr functie, /* Adresa unei functie realda de doua
variabile reale ce reprezintd ecuatia
diferentiala */

real x¢ , /* abscisa punctului initial prin care trece
graficul solutiei */

real yo , /* ordonata punctului initial prin care trece
graficul solutiei */

real h, /* pasul 1iIntre abscisele punctelor de calcul
ale solutiei */

intreg n, /*numdrul de puncte 1in care se calculeazd
solutia */

real *y /* vectorul ordonatelor (ce vor fi calculate

)
ale punctelor prin care se aproximeaza
solutia ecuatiei diferentiale */

)

{ // declaratiile si definitiile variabilelor locale

real x[N]; // vectorul absciselor calculate ale
//solutiei numerice.
intreg i; // indice pentru bucla ‘for()’.

// corpul de instructiuni al functiei

x[0]= %o; yl[0]= yo; // se incepe cu punctul initial

pentru i= 1l=+n

{ // se calculeazd abscisele si ordonatele punctelor
// prin care se aproximeazd solutia ecuatiei.

x[1]= x[1 -1]1 + h;
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y[ i ]= yl[i-1] + h*( *Adr functie( x[i-1] + 0.5*h, y[i-1]

+ 0.5*h * (*Adr_ functie( x[i-1], yl[i-1]) )=
}

Observatii:

1) Notatiile ‘Adr functie’ si ‘*Adr functie’ sunt simbolice. Ele reprezinta,
respectiv, adresa unei functii (deci un pointer la o functie) si apelul unei functii prin
pointer. Vedeti Anexa B - “Notiuni de C necesare desfasurarii lucrarilor de
laborator” pentru lamuriri.

2) Alegerea numarului ‘N’ de componente al vectorilor ‘x[ ]” si “y[ ]’ se face in
functie de numirul ‘n’ al punctelor prin care se doreste aproximarea solutiei. Intre
N si n exista legatura: N=n+1, deoarece in C indexarea vectorilor se face de la
valoarea 0.

2.1.3. METODA RUNGE-KUTTA DE ORDINUL PATRU

Formula de calcul numeric a solutiei ecuatiei diferentiale (9.1) este data de expresia
(9.13)

Xppil =Xy +H
h
Vel =V +€[k1 +2ky + 2k, +k4] (9.13)
unde
ky=f(XpsYm)
hﬁ(%1+§J%+§h) (9.14)

h h
k:( +—, m+—k)
3fxm 2 y 2 2

k4:f(xm +h’ Ym +hk3)
Eroarea de trunchiere a metodel este:
er ~k-n’ (9.15)

ceea ce demonstreaza clasa din care face parte aceastd metoda (ordin 4).

2.1.3.1. Algoritmul 9.3. Metoda Runge-Kutta de ordinul 4

void RGK4

(

Adr functie, /* Adresa unei functii reale de doua
variabile reale ce reprezintd ecuatia
diferentiald (pointer la functie) */

real xq , /* abscisa punctului initial prin care trece

graficul solutiei
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real yo ,
real h,
intreg n,

real *y

)

/* ordonata punctului initial prin care trece
graficul solutiei.

/* pasul 1iIntre abscisele punctelor de calcul
ale solutiei

/* numdrul de puncte prin care se aproximeazdad
numeric solutia ecuatiei.

/* vectorul ordonatelor ( ce vor fi
calculate) ale punctelor prin care se face
aproximarea solutiei ecuatiei diferentiale*/

{ // declaratiile si definitiile variabilelor locale

real x[N];
intreg i;

// vectorul absciselor calculate
// indice pentru bucla ‘for()’.

// corpul de instructiuni al functiei

x[0]= x¢;

vI0]l= vo; // se incepe cu punctul initial

pentru i= 1l+n

{

/* se calculeazd coordonatele punctelor prin care
se aproximeazd solutia ecuatiei diferentiale date*/

x[1] = xg + 1i*h;

k; = *Adr functie( x[ i-1
k, = *Adr functie( x[ i-1
k; = *Adr functie( x[ i-1
ks = *Adr functie( x[ 1 ]

Observatii:

Iyl 1-1 1)

] + 0.5%h, y[ i-1 ] + 0.5*h*k;);
1+ 0.5*h, y[ i-1 1 + 0.5*h*k;);
» vyl 1-1 1 + h*ks);

y[i—1]+%(k1 +2%k, +2%k, + k)

1) Notatiile ‘Adr functie’ si ‘*Adr functie’ sunt simbolice. Ele reprezinta,
respectiv, adresa unei functii (deci un pointer la o functie) si apelul unei functii prin
pointer. Vedeti Anexa B - “Notiuni de C necesare desfasurarii lucrarilor de
laborator” pentru lamuriri.

2) Alegerea numarului ‘N’ de componente al vectorilor ‘x[ ]” si “y[ ]’ se face in
functie de numirul ‘n’ al punctelor prin care se doreste aproximarea solutiei. Intre
N si n exista legatura: N=n+1, deoarece in C indexarea vectorilor se face de la

valoarea 0.

2.1.1. METODE PREDICTOR-CORECTOR

Aceste metode prezic o valoare pentru solutie la pasul m+1, y,,,, apoi se

utilizeazd o formulad pentru corectia ei. Formula de corectie se poate utiliza de mai
multe ori pentru re-corectari. Acest proces de iteratie poate fi facut eficient daca se
alege dimensiunea intervalului pentru un numar minim de iteratii.

Consideram formula predictor - corector de ordinul doi:

yi(noll :ym-l +2*h*f(xm’ym) (916)
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in care indicele (0) arata prima estimare a lui y,,,, .

Deoarece este necesar sd se cunoasca un punct anterior lui x, se utilizeaza pentru
pornirea metodei o aproximatie initiald prin metoda Runge-Kutta de ordinul doi.

2.2.1. Algoritm 9.4. Metoda predictor-corector

void Pred Cor

(

Adr functie, /* Adresa unei functii reale de doua
variabile reale ce reprezintd ecuatia
diferentiala */

real x¢ , /* abscisa punctului initial prin care trece
graficul solutiei

real yo , /* ordonata punctului initial prin care trece
graficul solutiei */

real h, /* pasul iIntre abscisele punctelor de calcul
ale solutiei */

real eps, /* eroarea de calcul */

intreg n, /* numdrul de puncte in care se calculeazd
solutia */

real *y /* vectorul ordonatelor solutiei numerice (ce

vor fi calculate de functie */

)

{ /* declaratiile si definitiile variabilelor locale */

real x[N]; /* vectorul absciselor calculate ale
punctelor prin care se aproximeaza solutia
ecuatiei diferentiale */

intreg i; /* indice pentru ciclul ‘for ()’ */

real prec; /* o aproximatie precedentda a solutiei */

/* corpul de instructiuni al functiei */

y[0] = y0; x[0] = x0; x[1] = x0+h;

y[1] = y[0] + 0.5*h*( *Adr functie(x0, yI[0])
+ (*Adr_ functie(x[1],y[0]+h* (*Adr functie(x[1],yI[0]))))

pentru i= 2+ n

{

x[1] = x[i-1] + h;
y[i] = y[i-2] + 2*h* (*Adr functie( x[i-1], yl[i-11));

executad

{

prec = yl[il;

y[i] = y[i-1] + 0.5*h* (*Adr functie( x[i-1], y[i-1])+

+ (*Adr_ functie(x[i], prec))):
} cadt timp( fabs(prec-y[i]) >= eps);
}
}

Observatii:
1) Notatiile ‘Adr functie’ si ‘*Adr functie’ sunt simbolice. Ele reprezinta,
respectiv, adresa unei functii (deci un pointer la o functie) si apelul unei functii prin
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pointer. Vedeti Anexa B - “Notiuni de C necesare desfasurarii lucrarilor de
laborator” pentru lamuriri.

2) Alegerea numarului ‘N’ de componente al vectorilor ‘x[ ]” si “y[ ]’ se face in
functie de numarul ‘n’ al punctelor prin care se doreste aproximarea solutiei. Intre
N si n exista legatura: N=n+1, deoarece in C indexarea vectorilor se face de la
valoarea 0.

2.1.2. METODA MILNE

Aceasta metoda foloseste o pereche de formule de precizare si corectare, utilizeaza
o integrare dupa metoda lui Simpson.

4h . , ,
Virl = Vi3 +(?)(2J’k-z Vi1 +2J’k)
(9.17)

AV o
YMJZYH+'E(MA+®%+YHJ
Pentru aplicarea metodei din start trebuie cunoscute patru valori y; v, 1,92, Vi3

care se obtin cu o metoda directa.
Corectia solutiei se face pana cand diferenta dintre doud valori consecutive ale
solutiei intr-un punct devine mai micé decat o eroare & impusa.

2.2.2.1. Algoritmul 9.5. Metoda lui Milne

void Milne

(

Adr functie, /* Adresa unei functii reald de doua
variabile reale ce reprezintd ecuatia
diferentiala */

real x¢, /* abscisa punctului initial prin care trece
graficul solutiei */

real yo , /* ordonata punctului initial prin care trece
graficul solutiei */

real h, /* pasul 1iIntre abscisele punctelor de calcul
ale solutiei */

real eps, /* eroarea de calcul */

intreg n, /* numdrul de puncte in care se calculeazd
solutia */

real *y /* vectorul ordonatelor (ce vor fi calculate

)
ale punctelor prin care se aproximeaza
solutia ecuatiei diferentiale */

)

{ /* declaratiile si definitiile variabilelor locale */

real x[N]; /* vectorul absciselor calculate ale
punctelor prin care se aproximeazda solutia
ecuatiei */

intreg i; /* indice pentru ciclurile ‘for ()’ */

real prec; /* o aproximatie a solutiei */
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/* corpul de instructiuni al functiei */
yvI[0] = yo; x[0] = xg; /*se pleacd de la punctul initial*/
pentru i= 1+ n
x[i]=x[i-1] + h; // se stabilesc valorile absciselor.
pentru i= 1+ 3
y[i]= y[i-1]+0.5*h* (*Adr functie( x[i-1],y[i-1])+
+ (*Adr functie(x[i],y[i-1]
+h* (*Adr functie(x[1i-1],y[i-1]1)))));
pentru i= 4+ n
{y[i]l= y[i-41+4*h*( 2* (*Adr functie( x[i-3]*h, y[i-3]1)) -
- (*Adr functie(x[i-2]*h,y[i-2]))+

+ 2*(*Adr functie( x[i-1], y[i-11)) )/3;

executad

{

prec = yl[il;

y[i] = y[i-2] + h*( *Adr functie( x[i-3], y[i-3])) +
+ 4* (*Adr_ functie( x[i-2], y[i-2])) +
+ (*Adr functie( x[1i], y[i])) )/3;

} cadt timp( fabs( prec-y[i]) >= eps);

}

Observatii:

1) Notatiile ‘Adr functie’ si ‘*Adr functie’ sunt simbolice. Ele reprezinta,
respectiv, adresa unei functii (deci un pointer la o functie) si apelul unei functii prin
pointer. Vedeti Anexa B - “Notiuni de C necesare desfasurarii lucrarilor de
laborator” pentru lamuriri.

2) Alegerea numarului ‘N’ de componente al vectorilor ‘x[ ]” si “y[ ]’ se face in
functie de numirul ‘n’ al punctelor prin care se doreste aproximarea solutiei. Intre
N si n exista legatura: N=n+1, deoarece in C indexarea vectorilor se face de la
valoarea 0.

3. DESFASURAREA LUCRARII
3.1. INTREBARI

1. Care este deosebirea dintre metodele Euler imbunatatita si Euler
modificata?

2. QGasiti ecuatii diferentiale de ordinul I pentru care atdt metoda Euler
imbunatatitd cat si metoda Euler modificatd dau acelasi rezultat, in toate
punctele. Explicati.

3. Cum se interpreteaza precizia metodelor de rezolvare a ecuatiilor
diferentiale?

4.  Comparati metodele Euler prezentate cu metoda Euler de baza, in care nu
apar corectii de tip medie.
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5. Ce legatura existd intre marimea pasului /4 §i generalitatea metodelor
prezentate?

3.2. PROBLEME LABORATOR

1. Si se implementeze algoritmii metodelor 2.1.1—2.1.3 si 2.2.1—2.2.2 in
limbajul C.

2. Se considera un circuit R, L 1n serie alimentat de o sursa de curent alternativ
e=10cos(100zr¢) V, f =50 Hz, prezentat in fig.(8.3).

E
Wy

i

E@) L
]

Fig. 9.3 - Circuitul R,L

Cunoscand R=10€ L=10mH si ca la =0 avem i=0, sa se calculeze

valorile curentului la ¢ = 0.001; 0.002; 0.003; 0.004; 0.005; 0.006; 0.007;
0.008; 0.009; 0.01s.

3.3. TEME DE CASA

1. Sa se rezolve ecuatia diferentiala:
y'=2xty ,
daca: x (0)=1, h=0.01 siN=7.
Sa se giaseasca apoi forma analiticd a acestei curbe folosind o metoda
adecvata de optimizare. Discutati rezultatul. Dar daca h=0.25?

2. @Gasiti un exemplu de aplicatie din electronica astfel incat prin formularea
problemei sd ajungeti la necesitatea rezolvarii unei ecuatii diferentiale de

ordinul 1. Rezolvati apoi aceastd ecuatie printr-o metodd numerica, la
alegere.
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