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PREFATA

FExtraordinara dezvoltare a tehnicit de calcul din ultima perioada permite si-
mularea unui tot mai mare numar de probleme fizice, ingineresti sau economice.
In paralel, a avut loc o dezvoltare a programelor disponibile fizicianului, ingine-
rulut sau economistului, oferindu-le o bogata gama de algoritmi pentru rezolvarea
unor aplicatii concrete. Utilizarea acestei bogatii de tehnici i informatii necesita
insa, o baza teoretica solidd pentru a fi efectiv folosite.

Reprezentarea printr-un numdar finit de cifre semnificative a numerelor in
calculator introduce dificultali extrem de mari in asigurarea conditiilor pentru
aplicarea unora din notiunile fundamentale ale matematicilor moderne, legate
de procesul de trecere la limita, amendand astfel utilizarea eficientd a unor te-
oreme de bazd din analizd. In schimb, se introduc erorile de rotunjire a caror
propagare, in interactie cu alte tipuri de erori (inerente sau de metodd) este
greu de urmarit. Prinre consecinte, se poate intampla ca varainate echivalente
teoretic (spre exemplu pe baza unor teoreme privind unicitatea solutiei) sa ducd,
numeric, la rezultate foarte diferite. Ca urmare, este explicabild tendinta de a se
descoperi noi $i noi formule de calcul numeric, chiar dacd in esen{d (matematic)
acestea difera foarte putin.

Aceasta carte prezintd o viziune detaliatd asupra teoriei i practicii metodelor
numerice, rod al unei activitafi de aproape 20 de ani in acest domeniu. Algorit-
mii cei mai utilizati sunt prezentafi integral. O serie de algoritmi avansati, de
larga aplicabilitate sunt de asemenea inclusi. Autorii au incercat o prezentare
intuitiva a teoriei ce sta la baza metodelor numerice considerate, urmarindu-se
mai mult usurinta tntelegerii materialului. Locul demonstratiilor riguroase — de
altfel dificile si nu intotdeauna eficiente didactic — e luat, intr-o serie de cazuri,
de observatii critice si de “bun simt”. O observatie de “bun simi” este $i aceea
de a face apel la mai multa teorie atunci cand modalitatile cunoscute au fost
epuizate. Ca atare, se vor regasi in carte si o serie de cunostinte mai avansate
necesare dezvoltarii unor metode numerice performante.

Sunt incluse capitole privind: aprozimarea functiilor, derivarea i integrarea
numericd, problemele algebrei liniare, ecuatii $i sisteme de ecuatii neliniare, op-
timizare, ecuatii diferentiale. In prezentarea algoritmilor s-a optat pentru folo-
sirea unui meta-limbaj, asemandator celui din programul Matlab. Cititorul poate
transcrie un algoritm in limbajul de programare preferat cu usurintd. Pentru a
preintimpina cererile unor utilizatori ce doresc programe sursd sau direct execu-
tabile, cartea este suplimentata de un bogat material oferit pe Internet la adresa
http://www.propulsion.pub.ro. La acest sit se pot regasi implementari in
Pascal, FORTRAN si C++ ale celor mai utilizati algoritmi, exemple extinse,
legaturi la alte situri de pe Internet de interes pentru analiza numerica. Cei cu
acces la Internet pot beneficia de programele de instruire asistatd de calculator
ce sunt disponibile la acest sit, unde este disponibila o versiune electronica a



acestei carti, o serie de lucrari de laborator si numeroase aplicalii mici ce pot fi
rulate direct din browser-ul preferat.

Pe tot parcursul prezentarii, elementele teoretice sunt completate cu nume-
roase exemple detaliat rezolvate. Acestea provin din cele mai variate domenii:
ingineria mecanicd, ingineria electrica, fizica i chimie. S-a tncercat formularea
unor exemple inifiale simple, ce sa se concentreze pe aspectele strict numerice,
iar apoi, a unor exemple apropriate problemelor reale. Se sperd ca aceastd mo-
dalitate de prezentare sa fie utila atat studentului cat si practicianului metodelor
numerice.

1997 Autorii
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Capitolul 1

Aproximarea functiilor de o
variabila

Problema aproximarii unei functii de o variabila se poate pune in situatii
diverse, urmatoarele doua fiind mai frecvente:

1. functia este cunoscutéa, dar are o forma complicata, dificil de manipulat in
calcule (spre exemplu pentru operatii de derivare, integrare, etc.);

2. functia nu este complet cunoscuta, fiind date numai valorile ei pe o multime
discreta si finita de puncte.

In primul caz, aproximarea se poate face, in principiu, oricat de exact, res-
trictiile fiind legate de conditia ca functia care aproximeaza sa fie cat mai simpla.
In al doilea caz informatiile sunt reduse si se completeaza cu presupuneri supli-
mentare, privind gradul de regularitate al functiei (continuitatea functiei i a
derivatelor sale, etc.). In ambele cazuri, este importanta alegerea unui criteriu
de aprorimare.

Fie [a,b] C R un interval pe dreapta reald gi z;, ¢ € {1,2,... ,N}, N € N,
o retea de puncte de diviziune ale acestui interval, x; € [a,b], x1 = a,zny = b.
Punctele de diviziune se numesc noduri. Presupunem date valorile in noduri ale
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unei functii reale f

Y = f(.’l?l), 1€ L—N (1.1)

Notam cu g(z) functia cu care vrem si aproximam pe f(z) pe intervalul dat.
Tata cateva criterii de aproximare:

a)

Interpolare. In acest caz, functia “mai simpld” g(x) este determinatd din
conditia ca sa ia aceleagi valori in noduri

g(x;)) =y, 1 €1,N . (1.2)

Criteriul de aproximare prin interpolare presupune tacit c¢a nodurile (z;, y;)
sunt cunoscute exact. Daca din diverse motive — cel mai adesea datorita
unui procedeu de masurare — nodurile sunt afectate de erori atunci criteriul
de interpolare este inadecvat.

Minimizarea abaterii mazime. Se impune conditia ca abaterea maxima sa
fie minima pe intervalul ales, adica

m[a)?,] |f(z) — g(z)| = minim. (1.3)
xeE|a,

Relatia (1.3) are analogul discret

max |y; — g(x;)| = minim. (1.4)
i€1,N

Aproximarea facuta pe baza criteriului de mai sus se numeste aprozimare
MINi-maz.

Minimizarea sumei patratelor abaterilor in noduri. In acest caz se impune
ca

S = Z (y; — g(a:i))2 = minim . (1.5)

i=1

Se observa ca, in cazul interpolarii, aceastda suma este chiar nula, adica are
cea mai mica valoare posibila. Totusi, aceasta observatie nu face superfluu
criteriul (1.5) care este mai general gi permite tratarea datelor cunoscute
incert, asa cum se va vedea mai departe. Metoda care foloseste acest
criteriu este intalnita sub numele de metoda celor mai mici patrate.

1.1 Aproximarea prin interpolare

Presupunand ca nodurile z; sunt distincte, conditia de interpolare (1.1) repre-
zinta un sistem de N conditii si va duce in general la un sistem de N ecuatii
cu N necunoscute. Considerentele de simplitate amintite mai sus ne sugereaza
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c-alegerea formei functiei de aproximare sa fie facuta astfel incat sistemul de
conditii sa conduca la ecuatii liniare. O posibila alegere este urmatoarea: se
ia un set de N functii simple, cunoscute, gi(z), k € {1,2,...,N} si un set de
N parametrii nedeterminati (scalari) ay, k € {1,2,..., N}, in functie de care se
scrie aproximanta g(z)

N
g(x) = arge() . (1.6)
k=1

Deoarece nu ne-am inscris intr-un formalism riguros, vom face unele observatii
de “bun simt”. Astfel, am ales N parametri nedeterminati ay, deoarece avem
N conditii. Pe de altd parte, setul de functii g (x) trebuie s contind elemente
distincte, astfel incat introduse in forma (1.6), numéarul de parametri si nu se
reducd!. Intr-un limbaj mai riguros, se spune ca cele N functii cunoscute g
trebuie sa fie liniar independente. In lipsa altei analize, ne putem limita la
functii despre care stim ca au aceasta proprietate. Un astfel de set il reprezinta
monoamele z¥71 k € {1,2,..., N}, in care caz functia de interpolare este un
polinom de gradul N — 1

N
g(z) = Zakxkfl. (1.7)
k=1

Alte seturi de functii pot fi functiile trigonometrice, exponentiale, etc., pe care
le vom trata ulterior.

1.1.1 Interpolarea polinomiala globala

Revenind la forma (1.7) se pune problema gasirii coeficientilor aj din conditia
de interpolare, adica a rezolvarii sistemului de ecuatii liniare

N
Y apat =y, i€ TN . (1.8)
k=1

Daca N este mare, rezolvarea sistemului (1.8) este dificila sau cel putin necon-
venabili. In orice caz, nodurile z; fiind distincte, sistemul de ecuatii (1.8) este
un sistem cu determinant Vandermonde diferit de zero si are o solutie unica,
bine determinata pentru coeficientii ay. In consecinta, oricare ar fi calea pe care
se construiegte efectiv polinomul de interpolare (1.7), acesta este unic pentru o
functie si o diviziune datd. Aproximarea efectuata este o interpolare globald in
sensul cd se foloseste un singur polinom pe tot intervalul [a, b].

Forma Newton a polinomului de interpolare.

O modalitate convenabila de constructie a polinomului de interpolare il consti-
tuie polinomul lui Newton cu diferente divizate. Fiind date perechile de puncte

1Spre exemplu, dacd g2 = agi, « # 0 atunci a1 91 + a2g2 = (a1 + aaz2)g1, deci in loc de doi
parametri independenti ay si a2 ar apare doar o combinatie af = a1 + aas.
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(x4,v:), se introduc urméatoarele rapoarte denumite diferente divizate (DD)

DD(JSQ,IL’l) = ZJ}Jz :ii s

DD — DD
DD(z3,z2,71) = (1'37.%';2 —2 (22, 21) |

DD(zn,... ,22) —DD(zn—1,... ,21)
TN — I '

DD(zn,ZN—1,...,%1) = (1.9)
Diferentele divizate care se construiesc folosind k+ 1 puncte se numesc diferente
divizate de ordinul k. Se poate demonstra prin inductie matematica, urmatoarea
expresie a diferentei divizate de ordinul N — 1:

/

N N
DD(zn,zN—-1,--- ,x1):Zy¢CE H (x; — xj). (1.10)
i=1 j=1

Semnul ’ denot& omiterea factorului j = 4 din produs. Relatia (1.10) fiind
simetrica, rezulta ca valoarea diferentei divizate nu depinde de ordinea in care
luam punctele z;. Din punct de vedere practic, este mai comod ca diferentele
divizate s& nu se calculeze cu formula (1.10) ci recursiv, alcatuindu-se un tabel
(Tab. 1.1).

Functia de aproximare g(z) este un polinom de gradul N — 1, pe care il vom
nota cu py_1(z). Vom scrie

f(@) =pn-1(2) + Ry-1(2), (1.11)

unde Ry_1(x) este restul sau eroarea de aproximare la interpolarea polinomiala.
Pe de alta parte, tindnd seama de definitia diferentelor divizate, se poate scrie

f(x) =y + (2 — 21) DD(z, 1) =

y1 + (z — x1) DD(z2, 1) + (z — z1)(x — 22) DD(z, 22, 21) . (1.12)

In relatia (1.12) ultima diferenta divizata este formata cu punctul curent z.
Continuand procedeul (1.12) pand se iau in consideratie toate nodurile, rezulta

pr-1(x) =y1 + (£ — 1) DD(a2,21) + (z — z1)(x — 22) DD(x, 29, 21) +

(1.13)
oot (@ —z)(x—22) ... - (x —2xn—1)DD(zN, ZN-1,... ,21),
N
Ry_1 = H(a: —z;) DD(z, 2N, ZN-1,-. ,21) - (1.14)

i=1
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Se verifica direct din (1.14) ca restul se anuleazd in noduri (Ry_1(z;) =
0,i=1,2,..,N) si deci py—1(x) dat de (1.13) este polinomul de interpolare
corespunzator celor N puncte date. Forma (1.13) se numeste polinomul lui
Newton cu diferente divizate.

Pentru scrierea polinomului (1.13) se alcatuiegte mai intai tabloul diferentelor
divizate de diverse ordine. Nu este necesar ca tabloul sa cuprinda toate diferentele
divizate posibile. Este suficient sa proceddam in ordinea nodurilor, din aproape
in aproape, conform definitiilor (1.9). Un exemplu de calcul este prezentat in
tabelul 1.1 unde s-a notat cu DD; diferenta divizatd de ordinul i (i = 1,2, 3).
Polinomul obtinut este

ps(x)=24+(x—-1)- D)+ (@-1)(xz—-2)-(-2)+ (z - 1)(x —2)(z —3) - (1).

In ceea ce priveste restul Ry _1(z) (eroarea la interpolare), se poate face o
evaluare dacd avem informatii suplimentare referitoare la functia aproximata
f(z) i la derivatele sale. In acest scop, consideram functia ajutdtoare Q(t)
definita prin relatia

Q) = f(t) —pn-1(t) = | |(t — 2;) DD(z,oN,2N_1,... ,71) - (1.15)

.

=1

Se observa ca functia Q(t) se anuleaza pentrut =z git = x;,4 = 1,2,...N, adica
are N + 1 zerouri. Presupunand ca f(t) este derivabila de un numar convenabil
de ori, putem aplica functiei Q(t) si derivatelor sale teorema lui Rolle. Rezulta,
succesiv, cd derivata Q' (t) are cel putin N zerouri, derivata Q" (t) are cel putin
N — 1 zerouri g.a.m.d., astfel ca derivata de ordinul N are cel putin un zero pe
intervalul (a,b). Fie t = £ acest zero. Derivand relatia (1.15) de N ori, si facand
t =&, se obtine

f(N)(g) = N! 'DD(xaxNaxN—la-" axl) )

relatie din care putem deduce expresia diferentei divizate de ordinul N in functie
de derivata de ordinul N. In acest fel, restul la interpolare (1.14) capéta forma

N

Ry-1(z) = [J(@ = z:) FN€)/N!. (1.16)

i=1

Prezenta produselor [[(z — x;), sugereazd ca restul este mai mic (in modul)
cand punctul curent x este centrat pe intervalul care contine diviziunea i mai
mare cand z este luat spre marginile intervalului sau in afara lui — acest ultim
caz este denumit extrapolare. Deoarece derivata de ordinul N a functiei in
punctul € nu este accesibild (din diverse motive), evaludri ale restului se pot
face presupunind cd, la schimbarea diviziunii, punctul £ (necunoscut) nu se
deplaseaza mult, astfel incat derivata respectiva sa fie aproximativ constanta,
si refacand calculul pentru o noua diviziune a intervalului se poate testa astfel
si sensibilitatea erorii la includerea de noi puncte de interpolare.
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Tabelul 1.1: Un tabel de diferente divizate

z: | y; | DDy | DDy | DD; | DDy
12 |- - - -
2 |3 |1 - - -
3103 |2 |- -
516 |3 2 1 -
14 |2 1 3/2 | -5/6

De regula, este nerecomandabila utilizarea unui numar mare de noduri la
interpolare, mai ales daca se intentioneaza calcularea unor derivate cu ajutorul
acestui polinom. Uzual, nu se folosesc toate cele N noduri, ci doar 3-5 noduri
cele mai apropriate de punctul in care se cere valoarea functiei. In consecinta,
exista posibilitatea unor variante chiar cand nu putem indesi reteaua prin ale-
gerea altor noduri.

Interpolarea polinomiald apare deseori ca o componenta a altor algoritmi
numerici cum ar fi integrarea sau derivarea numerica a unor functii. In aceste
aplicatii se considera deseori cazul diviziunilor egale

CEH_l*l’i:h,Z’:l,Q,...,N*l,

h fiind pasul retelei. Se introduc operatorii A gi V denumiti diferenta la dreapta
respectiv, diferentd la stanga, prin relatiile

Af(x) = fla+h) — f(x), (1.17)
V(@) = f@) — fle—h) . (L18)

Rezultatul aplicarii operatorului A sau V asupra lui f(z) se numeste diferenta
finita (de ordinul I). Pentru n intreg, se definegte un operator de translatie, E,
prin relatia

E"f(x) = f(x+nh), nel. (1.19)

Avem E'f(z) = f(z + h), E°f(z) = f(z), E~ f(z) = f(z — h). Se observa ca
intre operatorii A,V si F exista relatiile

A=E-E°V=E"-E'. (1.20)
Diferentele divizate se pot exprima in functie de diferentele finite si de pasul h

DD(2g, 1) = [f(z1 + 1) — f(z1)] /h = [Af(21)] /P, (1.21)

DD(zn,2n-1) = [f(zn) = flen = )] /b= [V f(zn)] /b - (1.22)
Prin inductie, se demonstreaza usor ca

ANfl VN—l
DD(xNaxN—la s axl) = (N — 1;:‘}(;.\]1)1 = (N IR 1.)f|(}j:]\]/'\])1 ’ (123)
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unde exponentul indica aplicarea repetata a operatorului.
Punand variabila curenta x sub forma

r=ux; +ah, a€[0,N—-1], (1.24)

se poate obtine expresia polinomul de interpolare Newton cu diferente finite la
dreapta

pn—1(z) =y1 + alAy; + %a(a — DA%y ... CNIANLy, (1.25)
unde C* k =0,1,...,N—1 sunt coeficientii binomiali. Restul Ry _;(z) capata
forma

Ry_1(z1 +ah) = RNCN N (g) . (1.26)

Calculul se face alcatuind un tablou al diferentelor finite, similar cu tabloul
diferentelor divizate.
In mod asemanator, notand

x=xy+ Bh, B€[-N+1,0], (1.27)
se obtin expresii cu diferente la stanga

pn-1(x) = yn + BVyn + BB+ DViyy + ...+ (=D ICNTIVN Ty

Ry-1(ey + Bh) = (=R CF fM(e) . (1.28)

Forma Lagrange a polinomului de interpolare.

Polinomul de interpolare Lagrange se scrie alegand functiile gp(z) din relatia
(1.6) sub forma unor polinoame denumite polinoame Lagrange si notate cu
Li(z), k=1,2,...,N. Aceste polinoame au expresiile

/

Lo(z)= [ == kelN, (1.29)

unde produsul []’ se ia pentru j # k. Se observa direct din (1.29) c&
Li(z;) =0 dacd x; # xp; Li(z;) =1 daca zj = xp, . (1.30)

Polinomul de interpolare Lagrange se scrie

N
pn-1(@) =Y yrli(x) (1.31)
k=1

deci coeficientii ay, din expresia (1.6) sunt chiar valorile functiei f(z) in noduri,
ar = yg. Se verifica direct, tindnd cont de proprietétile (1.30) ca py—1(z;) =
Yis 1= 1,2, ...,N.
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ExempLu. Utilizdnd primele patru noduri din tabelul 1, polinoamele Lagrange
sunt

DO
~—

Li(z) = ((“ (z—-3)(=—5) _ %(%2)(%3)(%5),

_@-D@-2@=3) _ 1

iar polinomul de interpolare este
p3(z) = 2L1 () + 3La(x) + 0L3(z) + 6La(z) = 2° — 82> + 182 — 9,

identic cu polinomul obtinut prin metoda diferentelor divizate. Aducerea polinomului
la forma canonica a fost facutd numai pentru compararea celor doua metode, nefiind
in general necesara in calculul numeric.

Convergenta interpolarii polinomiale globale.

Expresiile restului Ry_1(z) obtinute la interpolarea polinomiald sugereazi o
crestere a preciziei atunci cand numarul N de noduri cregte. Spre exemplu,
in cazul diviziunilor egale, expresiile (1.26) si (1.28) indicd proportionalitatea
abaterii cu A (h fiind pasul diviziunii) dar si cu alti factori cum ar fi derivata de
ordinul N. Interpolarea ar fi convergentd daca atunci cand numarul de puncte
de interpolare creste indefinit N — oo, restul scade oricat de mult Ry_1 —
0. Se pune intrebarea: este interpolarea polinomiala intotdeauna convergenta?
Raspunsul la aceasta intrebare este negativ. Incd din 1901, Runge a dat exemplul
functiei

flx)=1/(1+2%), z € [-5,5] .

Se poate verifica faptul c& |[Ry—1(2)| — oo cAnd N — oo, diviziunile intervalului
[—5, 5] fiind luate egale. Comportarea interpolarii pentru N = 6 gi N = 11 este
redata in figura 1.1. Mai general, acest rezultat negativ se exprima prin teorema
lui Faber care spune ca pentru orice diviziune a intervalului [a, b] exista o functie,
chiar continua, fatd de care abaterea polinomului de interpolare creste oricat de
mult cand N — oo. Faptul ca existd sigur cel putin o functie pentru care
interpolarea polinomiala globala nu converge reduce aplicabilitatea practica a
procedeului, acesta folosindu-se indeosebi ca o componenta a altor algoritmi
numerici, pentru valori mici ale lui N.
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Figura 1.1: Polinoamele de interpolare py_1(z) cu N = 6,11 suprapuse peste f(z).

Aspecte practice ale interpolarii polinomiale.

Evident, polinoamele Newton si Lagrange difera numai prin forma, pentru
aceeagi retea restul fiind acelagi in ambele cazuri. Din punct de vedere al calcu-
lului numeric, este preferata folosirea polinomului Newton ce necesita un numar
de operatii aritmetice mai mic, de O(3N?/2) fata de O(4N?) pentru polinomul
Lagrange. Necesarul de memorie este acelagi pentru ambii algoritmi. Pentru
polinomul Newton ar parea ca este nevoie de o matrice suplimentara pentru
tabelul de diferente divizate. Insd din tabelul de diferente divizate se folosesc
efectiv doar N coeficienti existand posibilitatea refolosirii celulelor de memorie
precum in algoritmul?

d—vy
j=2: N
’ k=N:—-1:j (1.32)

[di, < (dk — di—1)/(zk — Tp—j-1)

in urma caruia diferentele divizate de pe diagonala tabelului se obtin in vectorul
d ce a fost initializat cu ordonatele y. Aceasta este partea cea mai costisitoare
a interpoldrii Newton necesitand O(3N?/2) operatii aritmetice. Evaluarea po-
linomului Intr-un punct u se face eficient prin schema lui Horner

S<—dN

j=(N-1):-1:1 (1.33)
[S —dj+ (u—x5)-5

2 Am folosit notatia Matlab j = jin; : pas : Jfin Pentru bucle: variabila j este initializata la
valoarea j;n; sl apol incrementata cu pas. Instructiunile din bucld, delimitate de [ se executd
repetat pand cnd j > jr;n, Dacd pas nu este precizat, precum in j = jin;i : jin, se subintelege
pas = 1.
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Figura 1.2: Aproximarea functiei lui Runge f(z) printr-o linie poligonald s(z).

necesitand numai O(3N) operatii. Evaluarea polinomului Lagrange intr-un
punct u necesitd O(4N?) prin

S0
k=1:N
P—1 j=k+1:N
j=1:k-1 [P—P-(u—uz;)/(x —x;)

[P— P (u—ux;)/(x — xj) S—S+uy,-P

1.1.2 Interpolare cu functii spline

Am vazut ca interpolarea polinomiald globald, pe tot intervalul [a, b], nu converge
intotdeauna. Desigur, daca am reusi sa micgoram diviziunea fara a modifica gra-
dul polinomului de interpolare, rezultatul ar putea fi modificat. Spre exemplu,
aproximarea unei functii derivabile cu o linie poligonala se poate face oricat de
bine cdnd numarul de laturi ale poligonului creste infinit (fig. 1.2). Evident,
functia poligonala nu se identifica cu o functie de gradul 1 deoarece depinde
si de diviziunea aleasa. Acest exemplu conduce la ideea de interpolare polino-
miald pe portiuni, la care pe fiecare subdiviziune a intervalului [a, b] definim un
alt polinom de interpolare. Functia poligonala este unul dintre exemplele cele
mai simple ale acestui tip de interpolare prin functii spline 3. Aceste functii
sunt caracterizate prin formele lor pe subintervalele dintre doud noduri (care
pot fi diverse functii cunoscute) si prin anumite conditii de racordare in noduri.
In cele ce urmeaza, vom considera doar cazul functiilor spline polinomiale fara
deficienta.

3Se citeste “splain”.
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Figura 1.3: Subintervalele de definire a unei functii spline.

Definitie. Fie [a,b] C R un interval pe dreapta reald si z;,i = 1,2,..., N o
retea de puncte de diviziune (z1 = a,2ny = b). Notdm cu I; subintervalele
[z, 2;41). Functia s : [a,b] — R se numeste functie spline polinomiald de
ordinul m daca

1. restrictiile ei pe subintervalele I; sunt polinoame de gradul m, s| I =
Pm,is
2. s este derivabila de m — 1 ori pe intervalul [a,b], s € C(™V[a,b].

A doua conditie contine in sine conditia de racordare In noduri

pgrlj,)i(zi-‘rl) = pg::,)iJrl (xi-i-l)v k= O’ 15 cee M= 1 5 (134)
adica la frontiera z;;; dintre doua subintervale, polinomul din stanga p.,; si
primele sale m — 1 derivate trebuie sa aibe aceleasi valori cu ale polinomului
din dreapta, pp, j+1. In afara intervalului [a, b] functia s se poate prelungi prin
polinoame de grad <m. Conditiile de racordare in noduri pot fi slabite, astfel
incat functia s si nu mai fie de clasa C"~1) pe tot intervalul [a,b], ci si fie
derivabila de mai putine ori pe diverse subintervale. In acest caz, obtinem functii
spline cu deficienta.

Functia spline de ordinul intai (linia poligonald).
Functia spline este formata din segmente de ecuatie
pl,i(x) =Yy; + mz(x — l‘i)7 T € [l‘i7l‘i+1)7 (135)

mi = (Yit1 — ¥i)/ iy hi = Tip1 — 35, (1.36)

m,; reprezentand panta pe intervalul I; (vezi fig. 1.3). Functia spline de ordinul
intéi este simpla, dar nu furnizeaza derivata functiei interpolate.
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Functia spline de ordinul doi.

Functia este formata din segmente de parabola, racordate in noduri pana la
derivata de ordinul 1, inclusiv

poi(z) =y + my(z — x;) + a;(x — 3@)27 x € |z, xi41), 1 €1, N—=1. (1.37)

Forma polinomiald (1.37) satisface automat conditia ps;(x;) = y; prin modul
de scriere. Conditiile de racordare

P2,i(Tit1) = Yit1 (1.38)
conduc la urmatoarele ecuatii pentru coeficientii a;
a; = (Yir1 — yi)/h; —mi/hii € 1N — 1. (1.39)

Eliminarea lui a; din conditiile de racordare

/ p2',i(55i+_1) Vi (1.40)
pQ,i(xH-l) = pz,i+1(33z+1) )
care se pot scrie in nodurile z;, i = 1,2,3,... , N — 2 conduce la sistemul
m; +miy1 = 2(Yiy1 — i) /hi, i €2, N =1, (1.41)

ce trebuie completat cu o singura conditie. Spre exemplu, se poate da panta la
unul din capetele intervalului (m; sau my). Necesitatea conditiei suplimentare
provine din faptul ca nu mai putem impune conditia de racordare in derivata in
nodul xy. In ambele cazuri, sistemul devine determinat:

1. m; dat duce la substituirea

mit1 = 2(Yis1 — Yi)/hi —ms, i € 1L, N — 1 ; (1.42)

2. my dat permite retrosubstituirea

m; = 2(yi+1 — yz)/hz — Miy1, 0 € N-—-1,1. (143)

Functia spline de ordinul trei sau cubica.

Este una din cele mai utilizate functii spline, avand derivate continue pana la
ordinul doi inclusiv, ceea ce permite calculul razei de curbura. Din conditiile de
continuitate pe noduri pana la derivata de ordinul 2 inclusiv

p3,z’($z‘+1) = Yi+1,
Pa.i(Tit1) = Py (Tit1) (1.44)
/! _ //
P3.i(Tit1) = P31 (Tit1) s
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pentrui =1,2,3,... , N — 2, se deduc coeficientii polinomului de gradul 3
ps,i(z) =y + my(z —x;) + bi(x — )% + ai(x — 2;)3 (1.45)

care reprezintd comportarea functiei spline pe fiecare subinterval (z;, z;+1), @ €
1,N-1

ai = (mip1 +mg)/hi — 2(yis1 — i)/ B3, (1.46)

b, = 3(yi+1 — yz)/hl2 — (miJr]_ + Qmi)/hi . (147)
Pantele pe noduri, m;, sunt date in acest caz de sistemul

ce trebuie completat cu doua conditii, pentru a suplini conditiile de racordare
in prima gi a doua derivata ce nu mai pot fi scrise in x. S-au facut notatiile

pi = hif(hi—1 +hi), \i =1 = pys, by = 241 — 24, (1.49)

di = 3 [Ni(Yit1 — yi)/hi + pi(yi — yi-1)/hi-1] .

Sistemul de conditii de racordare impuse lasa de data aceasta doua grade de
libertate, ce pot fi precizarea pantelor la capete, mq si my, sau, mai general
) b b ) )
precizarea unei relatii, in general liniara, ale acestor pante cu pantele vecine, de
forma

PNMN_1+2my =dy . (1.50)

{ 2mq + Aime = d;
In relatiile (1.50), coeficientii A\1,dy, pn,dy sunt dati prin natura conditiilor
puse la capetele intervalului, deci nu sunt dedusi din relatiile (1.49) care nu
sunt definite pentru i = 1 ¢i ¢ = N. Spre exemplu, a da pantele my si my
revine la a impune

/\1:0,d1:2m1,pN:0,dN:2mN.

Sistemul de N ecuatii cu N necunoscute Am = d, obtinut prin reuniunea egali-
tatilor (1.48) si (1.50), are matrice tridiagonald. Ne punem mai intéi problema
existentei unei solutii. Elementele din matricea A rezultate din conditiile de
racordare (1.48) sunt diagonal dominante pe linii, adicd 2 > [p;| + |\ = 1.
Cum o matrice diagonal dominanta este, in general, inversabila, este suficient
ca si conditiile suplimentare (1.50) si péastreze aceastd proprietate. Practic,
problema este rezolvabila daca impunem conditii necontradictorii si distincte.
Forma tridiagonala a matricei A permite o rezolvare foarte eficientd prin
descompunerea matricei intr-un produs de dous matrice bidiagonale* A = L- R

4Un caz particular al factorizirii Doolittle ce va fi prezentats in capitolul 5, cunoscut ca
algoritmul lui Thomas.
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sau explicit

10 0o 0] [ A o 0 0]
lg 1 0 0 0 ro 0 0
A= 0 lg . : . 0 0 AN_32 0
oo .10 Do N1 AN_1
0 0o --- lN 1 i 0 0 0 rN

Coeficientii necunoscuti r;, ¢ = 1,2,..., N si l;, i = 2,3, ..., N se determina prin
identificarea elementelor din A si din matricea produs. Elementele supradiago-
nalei din matricea R au fost deja identificate. Determinarea pantelor se bazeaza
pe asociativitatea produsului de matrice

(L-R)-m=L-(R-m)=d.
Introducem vectorul z = R - m. Etapele algoritmului sunt

1. factorizarea A=L- R

T 2
1=2: N
i — pifrici; ri—2—1L N

2. rezolvarea sistemului bidiagonal L -z = d

[zi — di — lizi—1

3. rezolvarea sistemului bidiagonal R-m = z
mpy < ZN/T'N
1=(N-1):-1:1

[mi — (zi — \imyp1) /73

Observatii. 1. Un caz particular important de functie spline de ordinul trei
este cel al interpolarii spline cubice naturale definit prin conditiile in capete

§"(z1) = s"(xzn) =0
ceea ce conduce la

2my +ma = 3(y2 —y1)/h1,

my—1+2my =3(yn —y~n-1)/hn-1, (1.51)
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adica
M=1di =3(y2—y1)/h, pv =1, dv = 3(yny — yn—-1)/hn-1, (1.52)

cu notatiile anterioare. Se poate demonstra ca impunerea acestor conditii de
capat minimizeaza integrala

= / V@) de, (1.53)

unde f(x) este functia exact#, necunoscuta, de clasa C?)[a, b] ce este aproximata
de interpolarea spline. Minimizarea integralei (1.53) prin impunerea conditiilor
naturale (1.51) conduce la cea mai neteda interpolare spline cubica. In absenta
unor informatii precise asupra pantelor in capete m1, my, se recomanda folosirea
conditiilor naturale ce conduc de regula la minizarea erorii de interpolare.

2. Folosita pentru reprezentarea unor curbe date (traiectorii ale unei scule,
profile aerodinamice, etc.), functia spline cubicd poate avea abateri in zonele
cu pante mari. De aceea, se recomanda verificari mai atente in vecinatatea
nodurilor cu pante mari, m; > 5.

3. Restrictiile unei functii spline s(z) pe intervalele I; nu trebuie sa fie
obligatoriu polinoame. Se pot racorda alte functii, sau polinoame cu alte functii
— spre exemplu, cercuri cu polinoame. Aceste combinatii pot fi avantajoase in
cazul cand pantele pe noduri sunt mari.

4. Pentru interpolarea spline nu s-a dedus o expresie a erorii de aproxi-
mare, de o maniera directa ca la interpolarea polinomiala. S-a retinut doar
afirmatia ci, o functie continua poate fi aproximatéa oricat de bine pe tot inter-
valul [z1, 2] atunci cAnd numé&rul de diviziuni cregte, adicd interpolarea spline
este intotdeauna convergentd. Deoarece derivata de ordinul m, s(™), a unei
functii spline polinomiale este o functie treapta (constantd pe portiuni), iar o
functie treapta aproximeaza oricat de bine o functie continua pe interval cand
numarul de diviziuni creste, se poate da o evaluare a erorii in functie de abate-
rea maximi intre derivatele f("™)(z) si s(™)(z), presupunand ca f™)(z) exista
i este continua

max | f(z) — s(x)] < (b — a)™ max | £ (z) — s (z)| /m! .

Pentru m = 1, marginea erorii reprezinta tocmai produsul dintre marimea inter-
valului si diferenta maximéa de pante intre functia f si linia poligonala. Aceasta
evaluare nu corespunde insa neaparat functiei spline de interpolare, dar suge-
reazii o anumiti relatie cu modul in care functia treapta s(™ (x) aproximeazi
derivata de ordinul m a functiei f(x).

EXEMPLU. Vom considera problema interpolarii spline a functiei lui Runge f(z) =
1/(1—}—:102) pe intervalul [—5, 5] pentru care am vizut ci interpolarea polinomiala globald
esueazd. Se adoptd o diviziune echidistanta a intervalului cu h = [5 — (=5)]/(N — 1),
xr =x1 + (k—1)h, k € 1, N. Se vor considera trei tipuri de conditii in capete:

1. precizarea valorilor exacte ale pantei m1 = f'(—5), mny = f'(5) ceea ce conduce
la A1 =0, di = 2f'(=5), pv =0, dy = 2f'(5) ;
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Figura 1.4: Logaritmul zecimal al erorii relative la interpolarea spline a f, f’, f”.

2. extrapolarea liniard a pantelor adiacente mi1 = me2, my—_1 = mn ceea ce
conduce la A1 = =2, d1 =0, py = =2, dy =0 ;

3. conditii naturale (1.52).

Calitatea aproximarii se apreciaza prin evaluarea erorilor relative

1000
ev= 30 |0 ) — s o] /| £ )|, k=0,1,2
=1

pentru diverse valori ale lui N unde {u;, i € 1,1000} este o diviziune echidistanti
find a intervalului [—5,5]. Rezultatele sunt prezentate in figura (1.4). Se observa
ca interpolarea este convergenta, eroarea relativa scazand rapid cu cresterea lui V.
Pentru un numar mic de puncte toate conditiile de capat dau rezultate comparabile. Pe
masura ce diviziunea devine suficient de fina pentru a descrie precis variatiile functiei,
conditiile exacte dau eroarea minima dupa cum era de agteptat, urmate de conditiile
naturale si apoi de cele de extrapolare a pantei. Se remarca pierderea a 1,2 ordine de
precizie a aproximarii in urma derivarii.

1.1.3 Interpolare cu functii trigonometrice

Interpolarea polinomiala nu este adecvata aproximarii tuturor tipurilor de functii.
Vom considera acum o alta alegere a functiilor liniar independente din (1.6),
anume functiile trigonometrice (fig. 1.5)

cos(2rkx), k € 0, N; sin(2rma), me 1,N —1 . (1.54)

Aceastd baza este deosebit de eficace in aproximarea functiilor periodice f(x) =
f(z 4+ 1). Functiile periodice cu o altd perioadd f(z) = f(z + T) pot fi aduse
la forma anterioara prin transformarea = z/T. In cazul interpolarii cu functii
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Figura 1.5: Primele 11 functii din baza trigonometrica.

trigonometrice, functiile sinus si cosinus impreund formeaza o baza®. Avem un
numar de 2N functii in aceasta baza. Ca atare, vom considera un numar par
2N de puncte de diviziune echidistante pe intervalul [0, 1]

xj =7j/2N,j €0,2N — 1. (1.55)

Se verifica direct ca setul (1.54) prezinta urmaétoarele proprietati de ortogonali-
tate pe multimea discretd de puncte {x;} = {0,1/2N,2/2N,...,(2N —1)/2N}

2N-1 0, k#m
Z cos2mkxjcos2mmz; =¢ N, k=m#O0,N (1.56)
§=0 2N, k=m=0,N
2N-1 aN-1
. . 0, k#m . _
Z sin 2rkx; sin 2rmax; = { N, k=m ° Z cos 2mkx; sin 2rmax; = 0,

7=0 7=0

Vk € O,N, m € 1,N —1 . Demonstratia se construieste prin transformarea
produselor de functii trigonometrice in sume de sinus si cosinus. Acestea se pot
inlocui cu functii exponentiale, sinz = (e — e~%)/2i, cosz = (e'* + =) /2,
rezultand progresii geometrice simplu de insumat (vezi si 1.1.4).

5Strict vorbind doar multimea infinita {1, cos z, sin x, cos 2, sin 2z, . . . } formeaza o baza a
spatiului de functii. Pastrarea unui numar finit de functii conduce la aparitia unor erori ce
vor fi considerate mai jos.
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Utilizand setul de functii de baza (1.54), aproximanta prin interpolare se
scrie sub forma polinomului Fourier

g(z) = a0+ lak cos(2mkz) + by sin(2mkz)] 4+ 2an cos2aNz ,  (1.57)

ce satisface 2N conditii de interpolare
9(xj) = f(zj) =y;, j€0,2N — 1.

Coeficientii ay, by se determina prin utilizarea proprietatilor de ortogonalitate
(1.56). Prezentam calculul doar pentru coeficientii b;. Polinomul (1.57) se
evalueaza in punctele x;, relatia obtinuta se amplificd cu sin 2rma; iar apoi se
calculeaza suma dela j=01laj=2N —1

aN-1 ag 2N<1 N—1 aN—1 .
> yjsin2rmaz; = ) > sin2wma; + 30 |ax Y. (cos2mkx;sin2rma;) +
7=0 7=0 k=1 7=0
aN-1 . ay 2N<1 _
bx Zo (sin 2mka; sin 2wma ;) —|—7 Zo (cos2mNx; sin2mwma;) .
J= Jj=

Se poate observa schimbarea ordinii de insumare din relatia de mai sus ce per-
mite aplicarea (1.56) obtinandu-se

2N—1 2N-1
Z g(x;)sin(2mma;) = Z y; sin(2rma;) = b, N .
3=0 3=0

Un calcul analog pentru ceilalti coeficienti conduce la relatiile

AR 1 2Nt
ay = N j;) y; cos 2wkx;, by, = N JZ:;) yj sin 2mma; (1.58)

cukeO,N,mel N —1.

In aplicatii, coeficientii ap, bx se evaluezd mult mai economic decat prin
calculul direct al sumelor de mai sus prin folosirea transformarii Fourier rapide
prezentate in 1.1.4. Se poate lesne observa din (1.58) c& vom avea toti ay = 0
pentru functii impare f(—xz) = — f() si toti b,,, = 0 pentru functii pare f(—x) =
f(a).

Aparitia unei oarecare asimetrii — termenii in cos sunt mai numerosi decat cei
in sin — este legata de alegerea unui numar par de 2N intervale in care se divide
perioada functiei. Daca se aleg 2N + 1 intervale, forma functiei de interpolare
este

=

Lao + Z lay cos(2mkx) + by, sin(2mkx)]
k=1

<
—
8
N
Il
Nl
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coeficientii ay si by fiind dati de

9 2N 9 2N

= — ; 2nkx;, by, = ———
2N+1jzoygc0s Tk, 2N+1j

ak y; sin 2mmax; ,
=0

cukeO,N,mel,N,z;=j/(2N +1).

Convergenta interpolarii trigonometrice.

Se pot determina exprimari ale erorii de interpolare in genul restului Ry_1(x)
de la interpolarea polinomiala gi pentru interpolarea trigonometrica. Expresiile
obtinute sunt insa sub o forma integrala greu utilizabila practic. Vom prefera
o discutie mai putin formala a erorii si convergentei procedeului. Daca functia
f admite o dezvoltare in serie Fourier méarirea numéarului de noduri conduce
la aproximatii din ce in ce mai bune. intr—adevér, ridicand expresia (1.57) la
patrat membru cu membru, Insuméand valorile pe noduri si tinand seama de
relatiile de ortogonalitate (1.56), se obtine

1 N-1 1 1 2N—-1
2 2 2 _ 2

relatie denumita egalitatea lui Parseval discretd. Cand N creste, suma din
membrul drept se aproprie de integrala fol y2dz. Daci integrala este mirginita®
suma este de asemenea marginita. Ca urmare, seria patratelor coeficientilor este
convergentd, ceea ce aratd ci a2, b2 devin din ce In ce mai mici cand N creste.
Interpolarea trigonometrica este asadar convergentd pentru functii f continue
sau cu un numar finit de discontinuitati — acestea fiind conditii suficiente pentru
a asigura existenta integralei anterioare. Stabilirea convergentei este importanta
pentru validarea interpolarii trigonometrice. In aplicatii insa mai apar si alte
aspecte ale comportarii erorii la interpolare. Vom considera doar doua mai
importante: rapiditatea convergentei si efectul considerarii doar a unui numéar
finit de functii trigonometrice in dezvoltarea (1.57).

Fara a incerca o definitie formala, vom spune cé o interpolare trigonome-
trica este rapid convergenta daca numarul de termeni N necesar realizarii unei
precizii impuse a aproximirii este “mic”. Intelesul cuvantului “mic” depinde
de aplicatie, dar un domeniu orientativ ar fi 2 < N < 128. Urmarirea fig. 1.5
sugereaza cd includerea mai multor termeni in polinomul Fourier (1.57) permite
descrierea unei functii cu variatii mai rapide pe intervalul [0, 1]. Fie Az cea mai
mica distanta de pe abscisa pe care functia f are o variatie semnificativa. Deo-
arece f are perioada 1, spunem cd v = 1/Ax este frecventa variatiilor celor mai
rapide ale functiei. Pentru a descrie variatiile date de frecventa cea mai rapida
a functiei f polinomul (1.57) trebuie si contind un numéar de termeni N > v.
Acest rezultat este cunoscut sub numele de criteriul Nyquist ce rezulta dintr-
un rezultat mai general denumit teorema de esantionare Shannon. Observati ca

6intr-o formulare riguroasi daci y = f(z) este pitrat integrabild pe [0, 1], ceea ce se scrie
f € Lq[0,1].



20 1. APROXIMAREA FUNCTIILOR DE O VARIABILA

Figura 1.6: Comportarea polinoamelor trigonometrice cu N = 8,16, 32,64 la inter-
polarea functiei treaptd. Pe masura ce N creste, interpolarea se aproprie mai mult de
functia exacta fara insa a elimina oscilatiile in zona punctelor de discontinuitate.

pentru a avea N frecvente in polinomul (1.57) este nevoie de 2N puncte (z;,y;).
De aici o formulare echivalenta a criteriului Nyquist este ca numdarul de noduri
sa fie minim de doud ori frecventa cea mai rapidd.

Daca f are variatii lente atunci v este mic si numarul de termeni din poli-
nomul (1.57) este de asemenea mic. Functiile cu variatii rapide au insd v mare
necesitind un numér mare de termeni in polinomul (1.57). Cea mai rapida
frecventa de variatie posibila a unei functii ar i v — oo ceea ce corespunde
la Az = 0, adica f sa prezinte discontinuitdti. Cum nu vom putea indeplini
niciodata criteriul Nyquist N > oo pentru functii discontinue, interpolarea tri-
gonometrica va avea erori mai mari in asemenea cazuri. Erorile ce apar sunt
concentrate in jurul discontinuitatilor, comportare cunoscuta sub denumirea de
fenomenul Gibbs. Un exemplu faimos al fenomenul Gibbs este aproximarea unui
semnal dreptunghiular y(z) = 1 pentru n < & < n + 1/2, y(z) = —1 pentru
n+1/2<zxz<n+1lsiyn+1/2) =0 cun € N, exemplu prezentat in fig.
1.6. Ne agteptam agadar ca interpolarea trigonometrica sa fie lent convergenta
pentru functii discontinue si rapid convergenta pentru functii netede, cu variatii
lente.

S& presupunem acum ci nu este indeplinit criteriul Nyquist” si am luat un
numar prea mic N < v de termeni in dezvoltarea (1.57). Ne punem problema
daca coeficientii ak, by, k < N determinati prin relatiile (1.58) sunt corecti, adica
au aceleagi valori ca in cazul in care criteriul Nyquist ar fi satisfacut. Raspunsul
este negativ. Sa refacem calculul anterior ce a furnizat valorile coeficientilor
by, de data aceasta pentru dezvoltarea Fourier completa a functiei f ce are

"Deoarece functia f este in general necunoscuti si ca atare nu cunoastem frecventa v.
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coeficientii exacti ay, B

fx) = 3a0+ Y _ [ cos(2rka) + B sin(2rka)] . (1.60)
k=1

Ca mai Inainte, evaludm (1.60) in z;, inmultim cu sin 27ma; gi insumam de la
j=01aj=2N —1. Urmarim doar termenii cu produse de functii sinus —
ceilalti dau contributii nule conform (1.56) —

Z?fo‘l f(x;)sin2mrme; = igl_l B 2350_1 (sin 27kx; sin 2wma;) | +
iﬁ;ﬁ, B Z?J__V(;l (sin27ka; sin 2rma;)| + ...+
Zi(:p;pllg,]vfl B Zjﬁgl (sin 27k sin 2rma;) | +

Insa sin 27(2pN + k)z; = sin 2rkz; pentru z; = j/(2N). Se obtine agadar
b :6m+ﬂm+2N+6m+4N+“' ’

altfel spus contributiile frecventelor mari m + 2N, m + 4N, ... apar mascate in
coeficientul b,,,. Fenomenul de mascare® impune sa urmarim in aplicatii variatia
coeficientilor ay, by la dublarea lui N. Fie a,(fN), b,(fN) coeficientii determinati
folosindu-se 2N puncte si a,(fN), b,(:lN) coeficientii determinati folosindu-se 4N
puncte. Daca a,(fN) = a,(:lN), b,(fN) = b,(:lN) pentru £ < N atunci numarul
de puncte a fost considerat suficient de mare pentru a elimina fenomenul de
mascare.

ExempPLU. Folosind interpolarea trigonometrica sa se aproximeze pozitia punctelor

situate pe elipsa
2 fa® + 7P =1

Rezolvare. Ca in orice problema de aproximare, alegerea variabilelor este importanta.
Reprezentarea in coordonate carteziene x,y este dezavantajoasa, conducand la doua
functii

y==2by/1—22/a? .
De aceea se preferd coordonatele polare r, ¢ sau coordonatele paramametrice r, t. In
coordonatele polare x = r cos ¢, y = rsin ¢, elipsa este data de functia

() = ab o sin%6 + Fcos?g]

cu ¢ € [0,27]. Functia r(¢) are perioada 27. O aducem la perioada 1 prin transfor-
marea s = ¢/2m,

r(s) = ab [a2 sin *27s + b’ COSQQﬂ's} B

8Comportarea este descrisi deseori prin denumirea din englezs de aliasing.
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Figura 1.7: Variatia erorii relative la interpolarea trigonometricd a unor elipse. Re-
zultatele pentru reprezentarea parametrica sunt unite cu linii.

In reprezentarea parametrica, elipsa este descrisa de x = acost, y = bsint, astfel
incat obtinem
r(t) = [a2 sin *t 4 b* cos zt} 2
cut € [0,27]. Aducem functia la perioada 1 prin s = t/27 si avem o a doua reprezen-
tare

7(s) = [a® sin*27s + b? cos *27s] 12
Vom nota prin gn(s) polinomul trigonometric ce interpoleazé r(s) in 2N puncte echi-
distant repartizate in intervalul [0,1]. Evaluiim calitatea interpoldrii pentru diverse

valori ale lui N = 4,8,...,256 prin calculul erorii relative pe o diviziune mai deasa
{o; =7/2048,j € 0,2048}

en = Z_;) Ir(e) = gn(a3)[ / r(o5)] -

Presupunem ci a = 1 si vom studia comportarea erorii relative pentru mai multe valori
ale lui b, in cele doua reprezentari adoptate.

Rezultatele sunt prezentate in fig. 1.7. In toate cazurile, interpolarea este conver-
genta: pe masura ce N creste eroarea se aproprie de zero. Cea mai rapida convergenta
se obtine pentru a/b = 1/2 deoarece functia ce descrie elipsa are variatii lente pe inter-
valul [0,1]. Odata cu sciderea raportului a/b, observdm ci este nevoie de un numar
mai mare de termeni In polinomul trigonometric pentru a se obtine o precizie data.
Elipsa are variatii rapide in punctele (41, 0) si este nevoie de mai multi termeni pentru
a satisface criteriul Nyquist. In plus, este de asteptat ca aproximarea sa fie afectata si
de fenomenul Gibbs in zona punctelor (£1,0) — variatiile functiilor sunt intr-atat de
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rapide incat nesatisfacerea criteriului Nyquist le face sa apara ca niste discontinuitati.
Se poate observa cd, pentru un acelasi raport a/b reprezentarea parametrica (puncte
unite cu linii in fig. 1.7) conduce la erori mai mici in toate cazurile studiate, aratdnd
importanta unei alegeri judicioase a reprezentarii.

Sa mai remarcam ca, o datd atinsa o precizie de circa 12 cifre, in cazul unei functii
r(s) netede, a/b = 1/2, cregterea lui N nu mai imbunétéateste calitatea aproximarii.
Calculele au fost efectuate in virgulda mobild cu o precizie de circa 11,12 cifre semni-
ficative. Odatéa atins acest prag, cresterea lui N produce efecte detrimentale deoarece
prin cregterea numarului de operatii aritmetice are loc o acumulare a erorilor de rotu-
njire. Daca Intr-adevar este nevoie de o acuratete mai mare trebuie lucrat in precizie
sporita.

1.1.4 Interpolare in planul complex

Anumite aplicatii importante impun interpolarea in planul complex. Printre
acestea se numara transformarea conforma si transformata Fourier discreta care
au multe aspecte asemandtoare. Transformarea conformd a unui contur (C') de
forma oarecare din planul complex z = x + iy, pe un cerc (K) de razi egald
cu unitatea plasat in planul ( = £ + 47, astfel incat exteriorul conturului sa
se transforme pe exteriorul cercului (fig. 1.8), este o problema des intalnita
in mecanica fluidelor incompresibile sau in electricitate. Conform teoremei de
reprezentare Riemann, odata precizate contururile, se mai pot alege trei para-
metrii reali. Acestia se determina de regula din impunerea unor corespondente
ce au semnificatie fizicd. Vom Incerca mai intai determinarea formei generale a
transformarii conforme, lasand la urma stabilirea celor trei parametrii. Forma
generald a transformarii conforme este o serie care se limiteaza la un numér
convenabil de termeni M?

M—2

2= Y C.(". (1.61)

n—_
Cei M coeficienti C_,, n = —1,0,... , M — 2 se determina din conditii de cores-
pondenta intre punctele Py (2z) de pe contur si punctele IT;(¢x), k = 0,M — 1
de pe cerc. Prin urmare se obtine sistemul de ecuatii

M-—2
=y Con". (1.62)
=1

Este convenabil ca impartirea cercului sa se faca in parti egale, adica sa luam
¢k = exp(ikd), i =v -1, =2x/M . (1.63)

Coeficientii C'_,, sunt solutia sistemului

M—2

> Cpe =z (1.64)
n=—1

9Forma reprezentats a fost astfel aleasd incat punctele de la infinit ale celor doud plane
complexe sa corespunda.
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Figura 1.8: Corespondenta punctelor din planul fizic si cel de calcul.

punctele z; fiind date. Sistemul (1.64) se inverseaza usor, tindnd seama ci
functiile exp(+ikén) formeazii un sistem ortogonal. Intr-adevir, inmultind
(1.64) membru cu membru, cu exp(ijkd), j = 1,2, ..., M — 2 gi suméand dupa k,
se obtine succesiv

M-1 M—-1 M-2 M -2 M—-1
S et = 35T 0t = S 0, T ekl - (1.65)
k=0 k=0 n=-1 n=-—1 k=0

Dar progresia geometricd de ratie expid(j — n) se poate suma obtinandu-se

“\ M daca j =n

Mz_:l ika(i—m) _ 1= e —mM _J 0 dacaj#n
1— ei‘s(j_")

k=0
In consecintd, din (1.65) se obtine

> €M eI, M-2. (1.66)
k=0

1

ij:M

Trebuie mentionat ca problema nu s-a incheiat odata cu gasirea coeficientilor
C_; pentru un M ales. Anume, mai trebuie verificata atingerea preciziei dorite
prin considerarea a unor puncte intermediare ca, de exemplu,

¢ =explid(k+1/2)], ke 0,M—1.

Daca afixele zj, sunt prea indepértate de conturul (C') atunci trebuie indesita
reteaua de puncte de calcul gi, in consecinta, marit numarul de termeni in seria

(1.61).
Rezultatele obtinute se Inscriu intr-o formulare mai generala, importanta
pentru multe aplicatii'®. Pentru reteaua de puncte z;=jh,j=0,1,... ,N—1,

10 Algoritmul TFR prezentat in continuare este, conform unor studii statistice de utilizare
a calculatoarelor, al doilea cel mai des utilizat algoritm, fiind devansat doar de rezolvarea
directa a sistemelor liniare. Exemple de aplicatii: modelari meteorologice, analize de vibratii
mecanice, prelucrare de imagini.
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avand pasul h = 1/N, setul de valori ale unei functii v in noduri se noteaza
u™) si se numeste functie retea. Notand mai departe cu w ridicina de ordinul
N a unitatii

w = exp(2mi/N), (1.67)

se defineste transformata Fourier discretd directd (TFDD) a functiei u(N) ca
fiind o altd functie retea, notatd UWY), ale cirei valori in noduri sunt date de
relatiile

UM =3 Vet ke 0N 1. (1.68)

Se observa ca (1.66) este un caz particular de TFD. Prescurtidm notatia prin
adoptarea semnului = pentru TFD data de (1.68)

W) = ™)

Sistemul (1.68) se poate inversa, prin aplicarea relatiilor de ortogonalitate obti-
nandu-se

N—-1

N 1 N) ik .

u;ﬁ:NyU,g Jw Ik je0,N—1. (1.69)
k=0

denumitd transformata Fourier discreta inversd (TFDI) ce va fi notata
u) = U™

Calculul direct al sumelor din (1.68) revine la inmultirea vectorului (™) cu
matricea 0 = [w*], j,k € 0,N — 1 si ar necesita O(N?) operatii aritmetice.
Insd matricea Q are proprietati remarcabile, provenite din structura sa ciclica,
ce permit o evaluare in numai O(N log N) operatii. Castigul este enorm, iar
algoritmul ce realizeaza acest castig se numeste transformata Fourier rapidd
sau prescurtat TFR''. Vom prezenta cea mai simpls deducere a algoritmului, o
exemplificare a tehnicii generale divide et impera — o problema dificila se poate
rezolva uneori mai ugor prin descompunerea in doua probleme mai simple.

Vom presupune ci functia retea u™) este definiti pe un numér par de puncte
N = 2P. Din functia retea u(*") construim doud noi functii retea v, w(®)
definite in punctele de indice par, respectiv impar

Uq(f) :Uéif)v wﬁf) :Uéii)rh me0,P—1.

110 aplicatie tipici provine din domeniul previziunilor meteo pe termen scurt pe care se
bazeazi navigatia aeriand si marini. Tipic, pentru o previziune pe 3 zile, se calculeazi ~ 106
TFD-uri de lungime N = 214, Un calculator performant, de viteza 10° operatii aritmetice pe
secunda, n-ar reusi calculul produselor matrice-vector decat in 74 ore — prea tarziu ca si mai
fie de folos. Cu folosirea TFR timpul se reduce la circa 4 minute!
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Suma (1.68) se poate scrie

2P-1 P—1
U]£2P) _ Z u;ZP)wjk _ Z |:v1(rILD)w2mk +w7(7113)w(2m+1)k} _
7=0 m=0
P—1 P—1
Z olP)2mk ok Z w)yrmk (1.70)
m=0 m=0

Insi w? este ridicina de ordinul N /2 = P a unitdtii astfel incat se observa

aparitia in (1.70) a transformatelor
v ) = V() y(P) — Ww(P)
relatiile de legatura intre cele trei transformate fiind deosebit de simple
vl =v® v otw? o) = v —otw P ke, P—1 (171)

unde s-a folosit identitatea w*TF = —wk. Acest rezultat este cunoscut ca lema
lui Danielson si Lanczos. Evaluarea directa a lui UP) ar fi costat O(4P2)
operatii aritmetice. Acum avem de evaluat doud transformate, V&) W) ce
fiecare necesitd O(P?) operatii pentru un total de O(2P?) operatii. Reducerea
la jumatate a calculelor este benefica, insa se poate cagtiga si mai mult daca N
este o putere a lui 2, N = 29, In acest caz separarea pe indici pari gi impari
poate continua pana cand se ajunge la transformarea unui vector de lungime
1 ce nu necesita nici o operatie aritmetica deoarece se reduce la transformarea
de identitate, UM = (M. Singurele operatii artimetice ce mai rdméan sunt
inmultirile cu w* din (1.71). Calculul se poate vizualiza ca parcurgerea arborelui
cu ¢ = log o N nivele din fig. 1.9. Pe fiecare nivel sunt necesare doar N operatii
aritmetice astfel incat obtinem costul mentionat anterior de O(N log, N).

Separarea repetata in indici pari si impari conduce la o altd ordonare a
componentelor vectorului (). Exemplificim pentru N = 23 = 8. Vectorul
u™) are componente de indici de la 0 la 7. Procedeul de separare par-impar se
aplica de doua ori dupa cum este aratat In urmatoarea schema

etapa0: 0 1 2 3 4 5 6 7
etapal: 0 2 4 6 1 3 5 7
etapa2: 0 4 2 6 1 5 3 7

Inmultirile cu diversele puteri ale lui w trebuie sa le incepem asupra vectorului
permutat {uo, Ug, Uz, Ug, UL, U5, U3, U7}. Permutarea se poate construi insa foarte
ugor daca scriem indicii initiali si finali in binar

etapa 0: 0002 001 010, 011y 1005 101y 1102 1119
etapa 2: 0002 100, 0102 1105 001y 101y 011y 1119

Observati ca inversarea ordinei de citire a indicilor din ultima etapa corespunde
chiar la numerotarea naturala 0,1,...,7 anume: 0005 citit de la dreapta la
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Figura 1.9: Arborele de recurentd de la TFR.

stanga este 0003 = 0, 1004 citit de la dreapta la stanga este 001 = 1,...,0115
citit de la dreapta la stanga este 1102 = 6, 1115 citit de la dreapta la stanga
este 1115 = 7. Rezultatul este valabil pentru orice N = 29 iar permutarea finala
a indicilor se zice in ordine bit-inversata. Putem da acum algoritmul TFR

cat timp p < N
[ j=0:p: N -1
r«—0
k=0:t—1
tmp < Uji
Ujtk <= PMP + Wrllj k4t
Ujpktt < UMP — Wrlljyptt
r<1r-+s
| 12t p e 2p; 5 5/2

j=1:N—2
k — invbit(j, q)
daca k > j permuta(u;,ur)
rad «— exp(semn - 2wi/N);
wo — 1
j=1:N/2
wj —rad-w;j_y
t—1;p—2;s< N/2

Vectorul initial u este Inlocuit de transformata sa discretd — ca atare algoritmul
nu necesita memorie suplimentara. Variabila semn ia valoarea 1 pentru TFR
directa i —1 pentru TFR inversa; in acest ultim caz vectorul final mai trebuie
impartit la N. Functia invbit(j, ¢) intoarce indicele ce se obtine prin inversarea
ordinei bitilor de la 0 la ¢ — 1 din j. Operatia se poate exprima intr-un limbaj
de nivel inalt prin Inmultiri §i impartiri cu 2, dar de regula este implementata
eficient la nivel de cod masgind. Verificarea conditiei k& > j are rolul de a nu
strica permutéarile deja efectuate in cadrul buclei.

Algoritmul TFR poate fi folosit pentru calculul coeficientilor polinomului
trigonometric (1.57) precizati de relatiile (1.58). O cale evidenta este si se scrie

2N—1
cr = a + b, = N Z yj exp(2mijk/2N), k € 0, N
§=0

si s& se aplice TFR asupra vectorului y;, j € 0,2N — 1 ce are 2N componente.
Insa, daca vectorul {y;} este real, se poate obtine rezultatul cu doar jumé&tate



28 1. APROXIMAREA FUNCTIILOR DE O VARIABILA

Figura 1.10: O méasuritoare experimentald a unei vibratii compuse complexe.

din efortul de calcul printr-o separare in componente pare si impare
Zm = Yom + Woms1, m €O, N — 1.
Introducem transformatele directe z = Z, (yam) = P, (Y2m+1) = I. Avem
Zy = Py +ily, Ncp = P+ Iexp(mik/N).

Se verifica imediat ca TFD, F' a unei functii reale f satisface Fy_; = F};, unde
F}: este conjugata complexa a lui Fj. Ca atare

In_p=Pn_p+ily_ = P,: +Z'IZ = Z}if—}c = P, — il

si putem deduce expresiile P, = (Zy + Zx_4)/2, I = —i(Zr — Zx_},)/2 astfel
incat

cp = ﬁ(Zk +Zy_p) — ﬁ(Zk — Zy_)exp(mik/N), k€ 0, N . (1.72)

Exista multe astfel de combinatii posibile ce furnizeaza moduri economice de a
calcula transformata Fourier a unui vector ce are proprietati de simetrie supli-
mentare.

EXEMPLU. Prezentam o aplicatie reala tipica. Un senzor de vibratii a masurat
deplaséarile unei componente mecanice rezultdnd datele din fig. 1.10. Vibratiile de
frecventd mai joasd de 1 Hz nu prezentau interes astfel incat fereastra de timp in
care s-au masurat datele a fost de At = 1 sec. Se cere identificarea frecventelor de
amplitudine maxima astfel incat sa se poata identifica sursele de excitatie ce produc
vibratia componentei.

Rezolvare. Masuratorile au fost efectuate cu patru rate de esantionare N = 256,
512, 1024 rezultand datele ©2°9) 4,52 41028 Pentru identificarea frecventelor do-
minante se calculeaza spectrul de putere al semnalului definit de

Pu(f) =2U0(HU(S),

unde u = U. Spectrul se calculeaza prin aplicarea TFR asupra datelor din fig. 1.10.
Deoarece semnalul este real se aplicd relatia (1.72), lungimea transformatelor fiind
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Figura 1.11: Spectrele de putere ale semnalului anterior pentru N = 256, 512,1024.

N/2. Rezultatele sunt prezentate in fig. 1.11. Maximele locale sunt denumite picuri
gi corespund la vibratiile predominante. Se poate observa ca la trecerea la o rata de
esantionare mai mare uneori apar noi picuri in domeniul frecventelor mari iar unele
picuri din domeniul frecventelor mici dispar. De asemenea, amplitudinile asociate unui
pic se modifica uneori. Alte picuri nu par afectate de cresterea ratei de esantionare.
Comportarea rezulta din fenomenul de mascare discutat in 1.1.3. De exemplu,
picurile a, 8 sunt stabile la trecerea de la spectrul 2 la 3. Rezultd ca pentru aceste
frecevente mici criteriul Nyquist este statisfacut si in plus nu are loc mascharea unor
frecvente mai inalte. Picul v din spectrul 2, construit cu N = 512 dispare complet
insa la trecerea la spectrul 3, construit cu N = 1024. In spectrul 2 picul v era
fals, in sensul cd nu reprezenta o vibratie reala cu frecventa f,. De fapt, rata de
esantionare folosita era prea mica astfel incat se inregistra contributia unei frecvente
mai Inalte fs ~ 2f,, frecventa a carei contributie devine discernabild atunci cand se
dubleaza rata de esantionare in spectrul 3. Intr-adevir pentru a discerne frecventa
fs = 350 Hz criteriul Nyquist indicd necesitatea a cel putin 700 puncte, conditie

(1024) Exemplul arata importanta studiilor de rezolutie

realizata doar de masurarea u
in aplicatii de aproximare spectrala, studii in care se urmareste stabilitatea spectrului
la modificarea ratelor de esantionare. In aplicatii practice, fenomenul de mascare se
elimina prin folosirea unor filtre ‘trece-jos’ cu pretul pierderii portiunii de frecvente

inalte a spectrului.
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1.2 Aproximarea mini-max

Trecem acum la considerarea celui de-al doilea criteriu de aproximare (1.3).
Exemplul lui Runge din 1.1.1 a aratat ca aproximarea prin interpolare, chiar
dacd trece prin noduri, poate prezenta erori mari (chiar infinit de mari!) intre
noduri. De aici provine ideea de a incerca gasirea unei aproximari optimale pe
tot intervalul [a, b], nu numai in noduri. O exprimare matematica a acestei idei
este si se minimizeze eroarea maxima intre functia f(z) si aproximanta g(x),
adica criteriul (1.3) pe care-1 repetam aici

max |f(z) — g(z)| = minim . (1.73)
z€la,b]
Astfel formulata problema este momentan incomplet definita deoarece nu am
precizat din ce multime de functii ludm pe g(x).

1.2.1 Polinoamele Cebasev

Vom incepe prin a presupune iardsi c¢d functia aproximanté g(x) apartine multimii
polinoamelor. Criteriul de minimizare a erorii maxime (1.73) face referire la
un anume interval [a,b]. Deoarece rezultatele de mai jos depind de interval,
adoptdm un interval canonic [—1,1]. O transformare de scard x = z(b—a)/2 +
(b+a)/2, x € [a,b], z € [-1,1] poate aduce orice alt interval finit pe cel canonic.

De data aceasta nu vom scrie functia aproximantd g(x) ca o combinatie li-
niars de monoame. Examinind comportarea monoamelor 2* pe intervalul [—1, 1]
se constata ca toate iau valori absolute maxime la capetele intervalului; prin ur-
mare este de agteptat ca erorile de aproximare sa nu fie distribuite uniform pe
interval. Aceasta sugereaza cautarea unor polinoame care sa nu varieze mono-
ton pe [—1,1]. Intuitiv, variatia monotond face dificild descrierea unor variatii
rapide ale functiei f in interiorul intervalului [—1, 1]. Ceea ce ne trebuie este o
multime de polinoame definite pe [—1, 1] care sd poatd descrie astfel de variatii
intr-un mod cat mai economic, adica folosind un numar mic de polinoame.
Functiile trigonometrice considerate anterior prezentau partial o astfel de com-
portare: cos27mx i sin 2mx descriau variatiile de perioada 1, cos4mx si sin4dmx
descriau variatiile de perioads 1/2, s.a.m.d. Spunem partial deoarece nu a fost
indeplinita si dorinta de economicitate — avem doua functii, sin si cos pentru
descrierea variatiilor de o anumita perioada. Pe baza functiilor trigonometrice
putem 1nsa introduce o clasa remarcabild de polinoame descoperite de Cebasev
a caror proprietati sunt deosebit de favorabile aproximarii optimale cautate in
aceasta sectiune.

Vom lua z € [—1,1]. Introducem variabila 6 € [0, 7] prin relatiile

z = cosf, = arccos z.
S& consideram acum functia 7T),(z) = cos nf. Functia are n radédcini pe (—1,1)

To(z) =cosnf =0= 0, = (2k — 1)m/2n, k € 1,n ,
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Figura 1.12: Primele 5 polinoame Cebésev.

Tabelul 1.2: Polinoame Cebagev

n | Tn(z) 2"

011 Th

1 z T1

2 714’222 (T0+T2)/2

3| —32+423 (3T +13)/4

4 | 1—82%+8z% (3To + 4Ty + Ty)/8
5 | 5z —202% +162° | 10Ty + 5T + T5

21, = cos O = cos[(2k — 1)7/2n], k€ I,n .

Din identitatea trigonometricd cos nf+cos(n—2)0 = 2 cos(n—1)0 cos  deducem
o relatie de recurenta pentru T,,(z)

Tp(2) = 2:Tp_1(2) — Tpoo(2) . (1.74)

Deoarece To(z) = 1, Ti(z) = =z iar Ta(z),T5(2),... rezultd din (1.74) prin
operatii de adunare si inmultire, putem observa ci T, (z) sunt polinoame de
gradul n, denumite polinoame Cebdsev relative la intervalul compact [—1,1].
Functia cos nf se numeste functia generatoare a acestor polinoame.

Graficele primelor cateva polinoame Cebasev sunt prezentate in fig. 1.12 iar
expresiile lor in tabelul 1.2 impreuna cu exprimarile monoamelor 2™ in functie
de Ty (2), k € 0,n. Se observa din fig. 1.12 c& fiecare polinom Cebasev de grad
mai inalt poate descrie variatii mai rapide ale unei functii pe intervalul [—1,1].

Din formula de recurentd, se observa ca in 7),(z) coeficientul lui 2" este
2n=1 astfel incat polinomul T, (z) = 217"T,(z) are coeficientul lui 2" egal
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cu unitatea. Polinoamele cu un coeficient 1 al termenului de grad maxim se
numesc polinoame monice. Proprietatea esentiala a polinoamelor Cebasev ce le
face adecvate aproximaérii mini-max este:

Teorema. Dintre toate polinoamele monice de grad n fixat, T,,(z) are cea mai
micd margine in valoare absolutd pe intervalul [—1,1].

Demonstratie. Procedam prin reducere la absurd. In acest scop sa observam
mai intai ca functia |7, ()| = 2! =" [cosnf| ia de n+ 1 ori valorea maxima 2'~"
pe [—1,1], anume in punctele distincte z}, = cos(kw/n), k € 0,n. S& consideram
apoi un alt polinom monic de acelasi grad p,(z), si sd presupunem prin absurd
ci acesta ar avea o margine superioara mai mica in modul decit T}, (z) pe [—1,1],
adica

sup [pn(2)] < sup |Tn(2)] =2'"". (1.75)
z€[—1,1] z€[—1,1]

In consecinti, chiar in punctele 2},
[P (2)] <2077 (1.76)

Considerind diferenta d,,_1(z) a polinoamelor T, (2) si ppn(2), dn_1(2) = Tn(2) —
Pn(2) vom obtine, evident, un polinom de gradul n — 1. Din (1.76) rezulta

(—1) [Tn(zfe) _pn(z;c)} = (-1)*"d,_1(2) >0, k€n,0

adicd d,,—1(z) are n schimbari de semn pe (—1,1), deci polinomul de gradul
n—1, d,—1(z), ar avea n radacini, ceea ce este absurd. Rezultd ca presupunerea
(1.75) nu este adevirata, deci oricare ar fi polinomul monic p,(z) avem

sup |pn(2)] > 2. 2 (1.77)
z€[—1,1]

In continuare se dau doua aplicatii importante ale polinoamelor mini-max.

1.2.2 Minimizarea erorii la interpolarea polinomiala

Trecem la un prim exemplu concret de aplicare a criteriului mini-max, anume in
formularea generala (1.73) vom lua functia aproximanta un polinom de gradul
N -1

max |f(z) — py—1(x)] = minim.

z€[a,b]
Dorim sa determinam, dintre toate polinoamele de grad NV — 1, pe cel ce mini-
mizeazd abaterea maxima fatd de functia f(z). Polinomul obtinut va fi numit
polinom mini-maz de grad N —1 al functiei f(x) pe intervalul [a, b]. Este conve-
nabil sa privim polinomul py_; ca fiind definit de faptul ca trece prin nodurile
{(zi,v:),i € 1, N}. Nodurile ins#, spre deosebire de problema anterioara de
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interpolare, sunt acuma necunoscute. Vom minimiza eroarea maxima printr-o
alegere adecvata a nodurilor. Eroarea este in acest caz chiar restul interpolarii
ce are forma (1.16)

N

Ry—i(z) = [[(z —2:) 0 (€)/N!

i=1

In general derivata f(V) (&) nu este cunoscuta, astfel incit se poate pune doar
problema minimizarii produsului. Acest este un polinom de gradul N. Utilizand
schimbarea de variabila

x=zb—a)/2+ (b+a)/2 (1.78)

trecem de la intervalul [a,b] pe care dorim si minimizdm eroarea la intervalul
[—1,1]. Se obtine, considerand si (1.77)
N
b —a 217N
i 2 .

N N
(x — ;)| = b-a
2
Rezulta ca optimul, corespunzand egalitatii, se realizeaza daca punctele z; sunt

i=1
radacinile polinomului Cebagev de gradul n. Vom aranja indicii astfel incat
radacinile sa apara in ordine crescatoare

ZN—it1 = cos[(2i — 1)m/2N],i € 1, N . (1.79)

N

H(z —2;)

i=1

\%

In aceste conditii se obtine cea mai mica margine superioara pentru restul
la interpolare

[Ry-1(@)] <2272 (b= @)™ max [r™()] /N1
£€la,b]
Marginea depinde de maérimea intervalului (a,b), de numéarul de noduri N
si de derivata f(N). Rezultatul obtinut se poate enunta: dintre toate poli-
noamele de interpolare de grad N — 1, cel ce minimizeaza eroarea maxima
max |f(x) —pn-1(x)] cu = € [—1,1] este cel construit cu abscisele nodurilor
date de radacinile polinomului Cebagev de grad N.

EXEMPLU. Am vizut ci interpolarea functiei lui Runge f(z) = 1/(1 + z?) pe
[—5, 5] cu o repartitie echidistantd a nodurilor nu converge. Vom determina acum un
alt polinom ce aproximeaza pe f(x) dar la care nodurile nu mai sunt luate echidistant,
ci sunt determinate de criteriul mini-max, anume vom lua xx = 5z, kK € 1, N, cu 2k
determinate de (1.79). Ca in exemplele precedente calitatea aproximarii este apreciaté
prin evaluarea erorii relative € = 3-°09 | f(u;) — pn—1(ui)| /| f(ui)| pe o diviziune mai
find a intervalului [—5, 5]. Variatia erorii € cu N este

N 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
lge -04 -08 -12 -16 -21 -24 -30 -33 -38 —4.2

obervandu-se ca aproximarea converge. Observam acum clar importanta alegerii no-
durilor pe care se bazeaza o interpolare. Aproximarea prezenta este tot o interpolare,
bazata insa pe alte noduri decat cele echidistante considerate anterior. Comportarea
aproximarii este redata in fig. 1.13. Se observa ca, pentru N mic, apar oscilatii intre
noduri dar, spre deosebire de cazul redat in fig. 1.1, acestea nu mai cresc la infinit.
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Figura 1.13: Polinoamele de interpolare cu noduri alese optimal pentru N = 11,21, 31
suprapuse peste f(z). Nodurile sunt reprezentate doar pentru N = 31.

1.2.3 Aproximarea aproape mini-max a unei functii

Vom considera acum o relaxare a criteriului (1.73) anume

max |f(z) —pn(x)] <e. (1.80)
z€[a,b]
Criteriul (1.80) este mai larg decat cel anterior (1.73) deoarece nu mai impunem
determinarea polinomului aproximant py (z) astfel incat sa realizam un minim
al erorii, ci doar ca eroarea sa devina mai mica decat un prag dat e. De data
aceasta gradul polinomului nu se mai considera fixat, ci cautam polinomul de
gradul cel mai mic ce satisface conditia (1.80). Asemenea probleme apar tipic in
situatii in care dorim o aproximare cat mai economici in operatii aritmetice'2.
Vom lua [—1, 1] pentru intervalul din (1.80) si vom presupune ca functia f(z)
are o dezvoltare in serie de puteri

M
fla) =" beat, (1.81)
k=0

unde eventual putem avea M — oco. Puterile 2* se pot exprima in functie de
polinoamele Cebasgev (vezi tabel 1.2) astfel incat f se poate scrie

flz) = Z arTi(z) . (1.82)
k=0

Am vizut ca polinoamele Cebéagev sunt mai eficiente in descrierea variatiilor
unei functii pe [~1,1] decdt monoamele z*. Este asadar de asteptat ca sirul

12Procedeul ce urmeazi mai este cunoscut sub denumirea de economizare de serii.
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{ar} de coeficienti s& scadd mai repede in modul decit girul {bz}. Dorim s&
pastrdm un numir de termeni cat mai mic posibil in dezvoltarea (1.82) pentru
a reduce numarul de operatii aritmetice. Ca atare, trunchiem dezvoltarea la
k = N, aproximarea fiind

N
pn(z) = Z arpTy(x).
k=0

Deoarece |Tk(z)| < 1, vom putea trunchia seria (1.82) la cel mai mic N pentru
care avem

M

F@) —py@)l= 3 el <e.

k=N+1

Polinomul py(x) obtinut poate fi diferit de polinomul mini-max de grad N
al functiei f(z) si este uzual denumit polinom aproape mini-maz. Apare imediat
intrebarea: de ce mai e nevoie de un procedeu diferit de cel din 1.2.27 De ce nu
construim direct polinomul mini-max de grad N7 Observati insa ca in procedeul
din 1.2.2 gradul polinomului se considera cunoscut. De asemenea, cu toate ca
se stie ca polinomul mini-max realizeaza o eroare minima, nu este cunoscutd
valoarea efectivd a acestei erori. Urmand algoritmul din aceasta sectiune, avem
certitudinea indeplinirii unei conditii de eroare impusa.

EXEMPLU. Intr-un calculator de navigatie aeriana, este nevoie de un algoritm de
aproximare a functiei cosz. Abaterea maximi admisi este e < 107° pe intervalul
[-7/2,7/2]. Calculatorul lucreaza in timp real. Ca atare este esential ca algoritmul
sd fie cat mai economic posibil. Pentru a rezolva problema se trece la intervalul [—1, 1],
cu schimbarea de variabild x = 7z/2. Functia cos(mz/2) are dezvoltarea in serie

1 /7

T 2 2 1 T\ 4 4 n 1 ™\ 2" 2n
cosgz=1-5(5) 2+ 5 (5) &+ (D @n)! (3) "+ Ronsn.

Restul dezvoltarii poate fi marginit dupa cum urmeaza

(2n+1)

’COS f’ 2n 1 2n

[Ron1| = 57 (E) |22t < (E) ~
2n+ 1) \2 (2n+ 1) \2

Restul devine mai mic decat eroarea impusa pentru n = 5. Deci suma Taylor

s =1- 3 (3 4 h (D) A (D) k(D) ()"

realizeazd conditia de eroare impusé si avem M = 10 in (1.81). Inlocuim monoamele
2* din S10(z) prin expresiile lor in functie de polinoamele Cebagev folosind relatiile
din tabelul 1.2. Se obtin urmatoarele valori ale coeficientilor aj din (1.82)

ao az a4 ae as aio
0472 —0.499 2.79-107%2 -5.96-10"* 6.69-107% —4.92.107%

Coeficientii de indici impari sunt nuli. Avem |as|+|a10] < e = 1077 astfel incat putem
sa trunchiem la N = 6 si obtinem aproximarea

pe(x) = 0.999993 — 0.499912z> + 0.04148762* — 1.27122 - 10 32°
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Figura 1.14: Variatia erorii e(z) = cos z — ps(2).

ce realizeazd eroarea impusd dar cu 40% mai putine operatii aritmetice decat Sio.
Graficul erorii cosz — ps(z) prezentat in figura (1.14) confirmi atingerea preciziei
impuse.

1.3 Aproximarea in sensul celor mai mici patrate

Reamintim ca, in acest caz, criteriul de aproximare il reprezintd minimizarea
sumei (1.5)

N
S = Z[yk — g(z)]? = minim, (1.83)

valorile (z, yx) fiind date. Este convenabil ca aproximanta g(z) sa se puna sub
forma (1.6)

g@) = ag;(x), (1.84)
j=1

g;(z) fiind functii cunoscute, liniar independente, iar a;, j = 1,2,... ,n parame-
tri nedeterminati. Ca si in 1.2, criteriul (1.83) pune o problem& de minimizare
a erorii. Vom vedea cum cateva notiuni mai avansate, considerate in 1.4, ne
vor conduce la concluzia ca atat criteriul mini-max cét gi cel al celor mai mici
patrate sunt doar formulari diferite ale unui acelagi criteriu de aproximare op-
timala. Deocamdata vom considera insa doar aspectele simple ale teoriei.
Aproximarea in sensul celor mai mici patrate este utilizatd mai ales in cazul
prelucrarii datelor experimentale. In acest caz, nu se recomanda folosirea inter-
polarii deoarece valorile masurate contin erori inerente, repartizate probabilistic
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avand caracterul unor perturbatii care trebuie, dimpotrivé, eliminate'®. Este
deci evident cad numarul de parametri n trebuie sa fie mai mic decat numaéarul
de noduri N, n < N.

Criteriul (1.83), ca si 1.73, minimizeazi o eroare. In acest caz insi eroarea
este scrisd ca o suma de patrate. Consecinta esentiald a acestei alegeri este
ca S(aq,...,a,) este derivabila, fapt ce poate fi exploatat pentru a determina
coeficientii a;. Pentru ca S(ai, ... ,a,) sd aibe un extrem trebuie ca derivatele
partiale in raport cu a; sa se anuleze

88/0a; =0, i € T,n. (1.85)

Observati introducerea unui indice 4 diferit de cel de insumare j din (1.84).
Relatiile (1.85) reprezintd un sistem de n ecuatii cu n necunoscute. Deoarece
S este o suma de patrate extremul dat de conditiile (1.86) existd i reprezintd
chiar un minim. Folosind expresiile (1.83) si aranjand termenii se obtine

Z% <Z gi(wr)g; ) Zykgz z), i € 1,n (1.86)
Jj=

adica un sistem de n ecuatii pentru cei n parametrii a;, j € 1,n.

Forma sumei S se poate generaliza intrucatva introducand o functie pondere
w(x), pozitiva, continud, cu valori in intervalul [0, 1], care si ia in considerare
unele distinctii privind importanta valorilor luate in noduri. Se va scrie atunci

S = Zw My — g(x)]* = minim, (1.87)
k=1

iar sistemul (1.86) se va inlocui cu

N

n N
> (Zw o) gi(k)g; (zr) ) =Y yew(ze)gi(z), i€ Tn.  (1.88)
k=1

j=1 k=1

Sistemele (1.86) sau (1.88) se pot rezolva prin metodele din capitolul 5, de
rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare. O observatie importanta este legata de
faptul ca aceste sisteme pot ridica probleme legate de introducerea unor erori
mari in calculul numeric, mai ales cand diviziunile sunt egale'*. Functiile gj(x)
se pot alege din baza canonica

gj(z) = 71 jeln, (1.89)

sau baze formate din diverse polinoame ortogonale pe multimea discreta de
puncte xy, k € 1, N (vezi 1.4.2). Alegerea de polinoame ortogonale are avantajul
considerabil al reducerii erorilor ce pot apare la rezolvarea sistemelor (1.86) sau

13Un exemplu ar fi eliminarea zgomotului de fond de la aparatura radio.
7Tn limbajul din capitolul 5, matricea sistemului (1.86) sau (1.88) este rdu conditionatd,
iar rezolvarea cere tehnici speciale cum ar fi descompunerea in valori singulare.
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Figura 1.15: Abaterile geometrice e (in microni) inregistrate la prelucrarea mecanica
a 1000 de piese.

(1.88). Deseori, din informatii suplimentare, cunoagtem forma cea mai adecvata
a functiilor g;(z). Un exemplu este prezentat la sfarsitul sectiunii. Folosirea
unei combinatii liniare (1.84) pentru functia aproximanta g(x) este convenabila
deoarece conduce la un sistem liniar de ecuatii pentru coeficientii a;. Se pot
adopta Insa si alte forme, cu complicatia posibilei aparitii a unui sistem neliniar
de ecuatii, mult mai dificil de rezolvat. Incheiem cu observatia ca nu s-a precizat
inca ce grad al polinomului ar conduce la cea mai mica eroare, adica la cea mai
micd valoare a lui S in (1.83). Un criteriu util pentru alegerea gradului este
minimizarea expresiei

U=S/(N—-n) (1.90)

prin varierea lui n.

EXEMPLUL 1. In cadrul unei operatii de prelucrare mecanici se inregistreazi aba-
terile din fig. 1.15 de la cotele nominale. Sunt reprezentate si marginile ce determina
rebuturi. Se pune intrebarea daca are loc vreo crestere sistematica a abaterilor datorita
uzurii utilajului.

Rezolvare. Construim o aproximare liniara prin cele mai mici patrate. Procedeul
este denumit regresie liniard. Expresia pentru abaterile e functie de numarul de piese
prelucrate p este

e=ap+b
iar coeficientii a, b rezulta din rezolvarea sistemului

Z]kvzlpz a+(Zf€V:1Pk)b = Zi\]:lekpk)
fozlpk a+ Nb = Zivﬂek)

Se obtine @ = 1.11 - 1072 p/piesd si b = —4.78 u ceea ce indicd o crestere cu ~1 p a
abaterii la fiecare 100 de piese prelucrate, crestere datorata probabil uzurii utilajului.
De asemenea din faptul ca reglajul initial a fost efectuat astfel incat sa se produca o
abatere negativa de circa 5 u se poate deduce ca aparitia uzurii era prevazuta.
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EXEMPLUL 2. O serie de masuratori chimice au furnizat ratele de reactie din tabelul
de mai jos. Din teoria reactiilor chimice se cunoagte dependenta ratei de reactie de
temperatura

k=cT"exp(—K/RT).

Se cere estimarea parametrilor c¢,n, K pe baza masuratorilor efectuate. Constanta
gazelor R =8314 J/mol/K este cunoscuta.

T k T k T k

K mol/cm? K mol/cm? K mol/cm?
2000 | 8.4765el2 | 2600 | 5.0189e12 | 3200 | 3.3146el12
2100 | 7.6895el12 | 2700 | 4.6544el12 | 3300 | 3.1169e12
2200 | 7.0071el2 | 2800 | 4.3282¢12 | 3400 | 2.9364¢12
2300 | 6.4118e12 | 2900 | 4.0351el2 | 3500 | 2.7711el2
2400 | 5.8892e12 | 3000 | 3.7708el12 | 3600 | 2.6194e12
2500 | 5.4280el2 | 3100 | 3.5317el2 | 3700 | 2.4799el12

Rezolvare. Dependenta k(c,n, K) este neliniard. Putem insd logaritma relatia de
mai sus

Ink=lnc+nnT — K/RT

si reobtinem o dependenta liniara de parametrii ¢,n, K. Se construieste suma

N
S=> (nc+nnT; — K/RT; —Ink;)* .

j=1

Conditiile de extrem 9S/9(Inc) = 0, 95/0n =0, 9S/0K = 0 conduc la sistemul

Nlnc+ (ZjvzllnTj)r]— (Z;\le l/TJ) K/R = (Z;.Vzl lnkj)
(Z;V:lln:rj) Inc+ (z;v:lanTj) n— (zlelnTj/Tj) K/R = (Zj.v:llnkj 1nTj)
(S, T ) e+ (S0, T/ ) 0 — (S0, 172 /R = (S, nky/T))

a cirui solutie este Inc = 44.97, ¢ = 3.39 - 101 mol/K?/cm? /s, n = —2, K = 46000
J /mol.

EXEMPLUL 3. Sa presupunem date masuratori fizice ale energiei de vibratie ale
unei molecule de O2. Se cunoaste dependenta energiei de temperatura

hv/kT
e= LRT
exp(hv/kT) — 1

Se cere v, frechenta fotonilor emisi la saltul intre dou& nivele energetice.

Rezolvare. In acest caz nu avem nici o posibilitate de a liniariza problema. Notam
2 = hv/k. Suma patratelor este

N 2
z/Tj
S=S"|—20 BT el

> ST

J
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Tabelul 1.3: Coeficientii polinomului aproximant din exemplul 4.
aq a9 as aq as ae ar
Simpla | -526.0 | 4769 | 4059 | 1242 | -1683 | 11.79 | 0.7434
Dubla | 40.00 | 10.00 | 5.000 | 3.000 | 2.000 | 1.000 | 1.000

iar din 8S/0v = 0 se obtine o ecuatie neliniara de forma f(z) = 0, sau explicit

S 2/T; ] lexp(@/Ty) — 1) — /T exp(a/Ty) | _
;{pr(m/z;)_lm ’ [exp(z/Ty) — 1]° } ’

Determinarea solutiei se poate efectua prin metodele din capitolul 4.

EXEMPLUL 4. (Dorn) Dadm un exemplu al erorilor mari ce pot aparea atunci cand
nu lucrdm cu functii ortogonale. Generiam un set de noduri {zx,yx, k € 1,15} unde
ludm zr = k — 1, yr, = f(zx) cu f(z) = 40 + 10z + 52 + 32> + 22* + 2° + 25 Vom
incerca reobtinerea coeficientilor polinomului f prin metoda celor mai mici patrate
folosind alegerea (1.89), g; = x?~', j € 1,7. Coeficientii obtinuti in urma rezolvirii
sistemului liniar'® in simpld (32 biti) si dubli precizie (64 biti) sunt prezentati in tabel
1.3. Acumularea rezultatelor partiale s-a facut in precizie extinsa (80 biti) in ambele
cazuri. Se poate observa ca obtinem abateri mari de la valorile exacte ale coeficientilor
in simpla precizie. Marirea preciziei furnizeaza rezultatul exact, astfel incat suntem
asigurati ca modul de calcul este corect si abaterile din calculul in simpla precizie tin
de insasi natura problemei. Exemplul este reluat la sfarsitul sectiunii 1.4 cu folosirea
unor functii ortogonale pentru g; pentru a vedea efectul benefic al acestora.

Sa presupunem acum ca nu am cunoagte gradul polinomului ce ar conduce la o
cea mai mica eroare. Rezolvand problema pentru diverse valori ale lui n se obtin
urmatoarele valori pentru S/(N — n)

n—1 2 3 4 5 6 7 8 9
S/(N —n) 5.3E11 5.1E10 1.8E09 1.3E07 9.4E05 3.3E05 3.2E04 5.2E04

Se observa ca cea mai mica valoare a sumei se obtine aproape de gradul polinomului
fyn=_8.

1.4 Elemente de teoria aproximarii

Din cele prezentate pana acum, s-ar parea ca problemele de aproximare pre-
zinta multe aspecte ad hoc, lasate la alegerea celui care abordeaza o problema
concreta sau alta. Pentru a putea vedea modul natural in care apar criteriile de
aproximare discutate pana acum avem nevoie de un cadru teoretic mai general.
Efortul depus in asimilarea acestuia este pe deplin rasplatit in aprecierea unitatii
problemelor de aproximare deja parcurse. In plus, deoarece aproximarea sta la
baza multor altor algoritmi, cadrul teoretic va avea aplicatii directe si in alte

15Prin eliminare Gauss cu pivotare completd — vezi capitolul 5.
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procedee numerice. Vom prefera o prezentare mai degraba intuitiva decat rigu-
roasa a notiunilor de analiza functionald utile teoriei aproximarii. De asemenea,
vom incerca formularea unei analogii geometrice utile asimilarii acestor notiuni.

1.4.1 Spatii vectoriale

Astfel, forma (1.6) a functiei de aproximare g(z) a fost aleasd astfel incat de-
terminarea coeficientilor ay, k € 1, N sa conduca la sisteme de ecuatii liniare.
S-a remarcat apoi cd nici setul de functii gi(z) nu poate fi complet arbitrar,
ajungandu-se la sugerarea proprietatii de independenta liniara. De fapt, am
ales elemente dintr-o structura bine cunoscuta din algebra, aceea de spatiu vec-
torial sau spatiu liniar. Notam un spatiu vectorial oarecare prin V. Elemen-
tele spatiului se numesc vectori. Denumirea sugereaza originea geometrica a
notiunilor, insi vom putea interpreta ca “vectori” gi functiile g (z) sau functia
g(z). In definitia acestei structuri algebrice intra operatii de adunare intre vec-
tori gi de inmultire a vectorilor cu numere reale sau complexe, denumite scalari,
cum ar fi parametrii a;. Multimea din care se iau scalarii o notam cu S. De
regula avem scalari din multimea numerelor reale, S = R, sau din multimea
numerelor complexe, S = C. Fara a repeta toate proprietatile din definitia
unui spatiu vectorial, vom retine ca prin inmultirea unui scalar cu un vector,
rezultatul este un vector, iar la adunarea vectorilor se obtin tot vectori.

Vectorii nenuli ug, k = 1, N se numesc liniar dependenti daca unul dintre ei
se poate exprima ca o combinatie liniara a celorlalti, adica sa existe scalarii ay,
nu tofi nuli, astfel incat sa aibe loc egalitatea

N
> apur =0 (1.91)
k=1

Daca aj; este unul din coeficientii nenuli, vectorul u,; se poate exprima ca o
combinatie liniara a celorlalti

| (M=t N
Uy = ——— Z apuk + Z Uk | - (1.92)
aM \ 5 k=M+1

In egalitatea (1.91), 0 din membrul drept este vectorul nul al spatiului, diferit de
scalarul zero. Din context se poate intelege intotdeauna semnificatia lui 0. Daca
vectorii ug nu pot fi pusi in relatii de forma (1.91) decat atunci cand scalarii
ax sunt toti nuli, vectorii se vor numi liniar independenti. Numarul maxim
de vectori liniar independenti dintr-un spatiu vectorial se numeste dimensiunea
spatiului. Aceasta dimensiune poate fi finitd sau infinita.

O data stabilit cat de mare este un spatiu vectorial V, ne punem problema
cum putem sa descriem eficient un element oarecare u € V. Instrumentul adec-
vat este notiunea de bazd a unui spatiu vectorial ce este orice multime de vectori
liniar independenti in numar egal cu dimensiunea spatiului V. Orice alt element
al spatiului poate fi exprimat ca o combinatie liniara a elementelor din baza.
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intr—adevér, dacid {up,k € 1,N} este o bazd a unui spatiu vectorial de di-
mensiune N, orice alt vector uy,1 formeazd cu {ug} un set de vectori liniari
dependenti — altfel am avea N + 1 vectori liniari independenti si dimensiunea
spatiului ar i N + 1 1n loc de N. Vectorul uy1 se poate exprima sub forma

(1.92), ca o combinatie liniard de vectorii din baza'®. Imediat ce baza este
stabilita un element oarecare din V poate fi descris doar prin cei N scalari
(al,ag, ce ,aN).

Dam cateva exemple utile de spatii vectoriale.

1. Spatiul euclidian de dimensiune 3. Avem 3 vectori {;, j', E} ce sunt liniar
independenti iar orice alt vector se poate exprima ca o combinatie liniara
a acestora, de exemplu V =i+ j + k/2, sau pe scurt V = (1,1,1/2).

2. Polinoamele px_1(x) de grad cel mult egal cu N — 1 formeaza un spatiu
vectorial de dimensiune N, pe care-l vom nota IIn_;. Intr-adevar mo-
noamele zF~!, k € 1, N sunt liniar independente. Un alt element al
spatiului vectorial, de exemplu po(z) = 1+ = + 22/2, se poate exprima
ca o combinatie liniara de monoame. Notatia prin coeficientii scalari este

P2 = (1,1,1/2).

3. Multimea C(°)(—c0,00) a functiilor infinit derivabile pe axa reald for-
meaza un spatiu de dimensiune infinita. Intr-adevir monoamele ¥ keN
sunt liniar independente, iar k poate lua valori oricat de mari. Orice
functie infinit derivabild se poate scrie ca o combinatie liniarda de mo-
noame conform teoremei de dezvoltare in serie Taylor. De exemplu e* =
1+ 2+ 2%/2 +23/6 + ... a cirei notatie prin coeficienti este e® =
(1,1,1/2,1/6,...).

4. Multimea C([0,1] a functiilor continue pe intervalul [0,1]. Sunt liniar
independente functiile sin 2kmx, cos2kmx, k € Z. Conform teoremei de
dezvoltare in serie Fourier, orice functie continua se poate scrie ca o
combinatie liniara de sin i cos, in particular f(z) = (2 cos mz+sin 7z) cos Tz =
1+ cos 2mz + § sin 27z, sau notand doar coeficientii f = (1,1,1/2).

Observati cum in toate exemplele de mai sus a aparut aceeasi notatie prin
coeficienti (1,1, 1/2) pentru elemente foarte diferite intre ele. Notatia ne permite
stabilirea unor analogii intre spatiile mai abstracte de functii si cel geometric
familiar. Analogiile nu sunt demonstratii matematice, dar vom prefera sa fim
onesti asupra modului in care se ajunge la o demonstratie — calea se bazeaza de
cele mai multe ori pe o intuitie ce este doar apoi verificata riguros.

1.4.2 Produsul scalar si ortogonalitate

Sa folosim analogia pentru a introduce o clasificare a bazelor. incepem cu
considerarea spatiului vectorial plan familiar. In fig. 1.16 sunt prezentate doud

16Mai trebuie demonstrat ci avem any1 # 0 astfel incat sd putem scrie unyy; =
fa]_\,lJrl Z,ICVZI arup. Daca prin absurd ayy1 = 0, am avea Zszl arpur = 0 cu unul din-

tre coeficientii ag, k € 1, N nenul astfel incat {ux} nu ar fi o baza in contradictie cu ipoteza.
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Figura 1.16: O baza neortogonals si una ortonormata.

baze. Ne punem problema descrierii schimbérii pozitiei unui element din A in
B, traiectoria fiind paraleld cu primul vector din bazi. In baza (a) descrierea
este complicata: se modificd ambele coordonate si in plus unititile de masura
sunt diferite pe cele doua directii. In baza (b) deplasarea se descrie simplu. Din
geometrie, stim ca simplitatea provine din faptul ca baza (b) este ortonormata.
Am dori ca gi in cazul spatiilor vectoriale abstracte sa avem posibilitatea folosirii
unor baze in care deplasarile sa poata fi descrise simplu. Pentru aceasta trebuie
sa generalizam notiunea geometrica de ortogonalitate prin introducerea unei
functii care sa ne arate cat de aproape de a fi ortogonali se afla doi vectori.
Functia cautata este denumita produs scalar. Vom nota produsul scalar a doi
vectori w, v prin (u,v). Definitia formala a produsului scalar este precizata de
proprietatile urmatoare, unde u,v,w € V, a,b € S:

1. (0,0) : VXV — S,

2. (u,u) > 0si (u,u) =0=u=0;
3. (u,v) = (v,u)*;

4. (au+ bv,w) = a(u,w) + b(v,w).

Ortogonalitatea a doi vectori nenuli se poate acum defini: u,v # 0 sunt
ortogonali dacd (u,v) = 0. O bazd de vectori {ug,k € 1, N} este ortogonald
dacd Vj # k, j,k € 1,N (uj,ux) = 0 si ortonormatd daci este ortogonald
gi in plus Vk, k € 1, N (ug,ur) = 1. Ortogonalitatea unor vectori implica
si independenta liniard. Prin reducere la absurd, daca vectorii nenuli {uy, k €
1, N} ar fi ortogonali doi cate doi, dar liniar dependent;i atunci in chvzl apur =0
am avea un coeficient nenul, fie a,; acesta. Efectuand produsul scalar al sumei
cu ups rezultd aps(unr, upr) = 0 datoritd ortogonalitatii. Dar ups # 0 si deci
(upr,upr) > 0 si rezultd contradictia aps = 0.

Avem acum definita general notiunea de ortogonalitate. Am vazut ca bazele
ortonormate permit descrieri mai simple ale elementelor unui spatiu vectorial.
Ne punem intrebarea: putem dintr-o bazi oarecare {ug,k € 1, N} si obtinem
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una ortonormata {gi, k € 1, N}? R&spunsul este pozitiv si furnizat de urmétorul
algoritm denumit procedeul Gram-Schmidt

g1 :ul/(ulaul)

k=2:N
vk = — 32573 (uk, 65)9;
gk :Uk/(vka'vk)

Geometric, in etapa k, se scad din vectorul ui; componentele sale in directiile
g1, 92, .- ,gk—1 ce sunt deja ortogonale. Vectorul vy ce ramane din diferenta
este sigur ortogonal pe g1,92,...,9r—_1. Mai ramane doar de adus la lungime
unitard prin impéartirea gy = vi/(vg, v). S& considerdm acum cateva exemple
de produse scalare gi baze ortonormate utile in aplicatii.

Polinoame ortogonale.

Ortonormarea monoamelor {1, z, 22, ...} produce o baza {po(z), p1(z), p2(z), ...}
ale carei elemente sunt evident polinoame. Aceste polinoame ortogonale au
multe aplicatii iar expresiile lor rezulta din procedeul Gram-Schmidt ca fiind

po(z) =1, p1(z) =2 — ay, (1.93)

pentru primele doua elemente, celelalte elemente ale bazei fiind definite de relatia
recursiva

pu(®) = (¥ — an)pn-1() — Bupn—2(z), n > 2. (1.94)

Coeficientii ay,, 3, sunt dependenti de produsul scalar ales fiind precizati de
relatiile

Qp = (*/L'pnfhpnfl)/(pnfhpnfl)y ﬁn = (xpnflapn72)/(pn727pnf2) . (195)

Relatiile (1.93)-(1.95) se pot verifica ugor prin inductie. Urmérind relatiile de
mai sus se poate observa ci vom avea totdeauna un coeficient unitar al terme-
nului de grad maxim, adica polinoamele obtinute vor fi sub forma lor monica
(vezi 1.2.1). De reguli asupra formei monice se impune o conditie de standar-
dizare ce revine la Inmultirea cu o constantd. S& consideram cazurile cele mai
des intalnite.

1. Polinoamele Legendre P,(x). Se considers V = C(©[~1,1] si se adopta
produsul scalar

(u,v) z/ u(z)v(z)dx . (1.96)

Conditia de standardizare este P, (1) = 1. Deci Py(z) =1, a3 = (2,1)/(1,1)
=0 si deci Pi(z) = z. Apoi ag = (2%,2)/(z,2) =0, B2 = (2%,1)/(1,1) =
1/3 si deci Py(x) = 22 — 1/3. Impunerea conditiei de standardizare con-
duce la Py(z) = 32%/2 — 1/2. Primele cateva polinoame Legendre sunt
date in tabelul 1.4.
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2. Polinoamele Cebdsev Tn(z). Se considera tot V = C([-1,1] dar se
adopta produsul scalar

(u,v):/ w(@)o(@)(1 — 22)"Y2 do | (1.97)

-1

Observati ci diferenta fatd de produsul scalar anterior (1.96) este aparitia
unei functii de pondere w(z) = (1 — 22)~'/2. Intuitiv, ponderea adoptati
acorda o mai mare importanta punctelor de la capetele de interval +1.
Conditia de standardizare este T,,(1) = 1. Expresiile lor au fost deja
prezentate in tabelul 1.2. S& aplic&m insa (1.93)-(1.95) pentru a vedea ca
intr-adevar reobtinem acele expresii. Avem Ty(x) =1, a3 = (x,1)/(1,1).
Apar integrale ce se calculeaza prin substitutia trigonometrica x = cos 6

1 ™
(z,1) = / z(1—a2?) V2 de = / cosfdf =0
0

-1

si deci Ty (z) = 2. Apoi ag = (2%,2)/(z,2) = 0, B2 = (2%, 1)/(1,1) =
1/2 deci To(x) = 22 — 1/2. Am reobtinut forma monica a polinomului
Cebagev pentru n = 2. Aplicarea conditiei de standardizare conduce la
Ty(z) = 222 — 1, adici exact forma din tabelul 1.2.

3. Polinoamele Laguerre Ly (x). Se considerd V = C(0)[0,00) si se adopta
produsul scalar

(u,v) = /000 u(z)v(x) exp(—z)dx . (1.98)

Domeniul de definitie al elementelor din acest spatiu vectorial este acum
infinit la dreapta. Observati ca un astfel de spatiu permite tratarea pro-
blemelor de aproximare a unor functii definite pe toatd semiaxa reala
pozitivd. Ponderea w(x) = exp(—z) atenueazd comportarea la infinit
a functiilor u(z),v(z) astfel incat integrala (1.98) si conveargd pentru
u(z),v(z) ce nu cresc mai repede decat un polinom. Conditia de standar-
dizare este: coeficientul termenului de grad maxim sa fie 2. Expresiile
primelor cateva polinoame sunt date in tabelul 1.4.

4. Polinoamele Hermite H,(z). Se considers V = C(©)(—00,00) si se adopti
produsul scalar

(u,v) = /_OO u(z)v(x) exp(—2?)dx . (1.99)

Evident acest spatiu vectorial reprezinta extinderea celui anterior la toata
axa reala. Conditia de standardizare este: coeficientul termenului de grad
maxim sa fie (—1)"/nl.
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Tabelul 1.4: Primele cateva polinoame ortogonale

n P, H, L,
0 1 1 1

1 T 2x —x

2 (—1+322)/2 —2 + 422 (2 — 4z +2%)/2

3 (—3z + 52%) /2 —12x + 823 (6 — 18z + 922 — 23) /6

4 | (3—30z% +35z%)/8 | 12 — 48z% + 162* | (24 — 967 + 7222 — 1623 + z*)/24

Ortogonalitate pe multimi discrete.

In paragraful anterior s-au introdus produse scalare definite prin integrale, adec-
vate situatiilor in care cautam aproximari pe intervale continue. Daca insa ne
intereseazd o aproximare punctuald, in nodurile {zy,k € 1, N}, atunci este
mai util sd introducem produse scalare definite prin sume. Vom introduce
acum polinoame ortogonale discrete, rezultate din aplicarea procedeului Gram-
Schmidt asupra bazei {1,z,2?%,...} utilizind aceste noi produse scalare. O
prima rasplata a abordarii abstracte a notiunii de ortogonalitate este ca relatiile
(1.93)-(1.95) raman valabile deoarece ele nu fac referire la forma particulara a
produsului scalar. Polinoamele ortogonale obtinute de data aceasta vor fi de-
pendente de nodurile alese {z, %k € 1, N} si vom include multimea nodurilor ca
un argument pentru a sublinia acest fapt.

1. Polinoamele Legendre discrete P, (z;{xy}). Se considera V = CO[—1,1],
nodurile se considera in acest interval —1 < x;, < 1 si se adopta produsul
scalar

N
(w,0) =Y ulzp)v(zy) - (1.100)

k=1

2. Polinoamele Cebasev discrete Ty, (x; {xy}). Se considera V = C(0)(—1,1),
nodurile se iau —1 < x < 1 gi se adopta produsul scalar

N
(,v) =Y ulwp)v(e) (1 —27) 7. (1.101)

k=1

3. Polinoamele Hermite discrete H,(x;{xy}). Se considersa V = C(©0,00)
si se adopta produsul scalar

(u,v) = Zu(mk)v(wk)exp(—xk) . (1.102)

N
k=1
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4. Polinoamele Laguerre discrete Ly, (z; {xx}). Se considerd tot V = C(©)(—00, 00)
si se adopta produsul scalar

N
(u,v) = Zu(xk)v(xk) exp(—x3) . (1.103)
k=1

1.4.3 Norme, operatori si functionale

Notiunea de ortogonalitate din sectiunea anterioara ne-a permis sa descriem
orientarea relativa a doi vectori. Mai avem nevoie de un instrument ce sa poata
masura marimea unui vector, instrument furnizat de notiunea matematica de
normd. Norma unui vector u € V se noteaza ||u|| si este un numar real pozitiv.
Cua €S, u,v eV, definitia formala este precizata de

Lol : V — Ry

2. ||ull =0 < u=0;
3. lu—+v| <|lull + ||v|l; (inegalitatea triunghiului)
4. |laul = |af [[u] -

O clasa importantd de norme este definita prin

b 1/p
[[ull, = </ |u(x)|pdac> (1.104)

pe cazul continuu, cu analogul discret pe multimea de noduri {zg, k € 1, N}

N 1/p
Jull, = (Z |U($k)p> : (1.105)
k=1

Presupunem ca aceste integrale si sume existd. Acestea se numesc norme p
continue sau discrete, respectiv. Se observa imediat ci norma 2 discretd a unui
vector obisnuit u € RN corespunde definitiei clasice a modulului unui vector
ully, = (Z]kvzl u?)/?, astfel incat ne putem intari intuitia perceperii normei
ca “marime” a unui element dintr-un spatiu vectorial. Se poate demonstra ca
atunci cand p — oo avem

[ull o = sup |u(z)] (1.106)
z€Ja,b]

in cazul continuu si

Jull oo = max [u(zy)] (1.107)
kel,N

5



48 1. APROXIMAREA FUNCTIILOR DE O VARIABILA

Figura 1.17: Discurile ||z][, < 1.

in cazul discret. Un alt exemplu important de norma este norma indusa de
produsul scalar, in cazul in care acesta din urma este deja definit

ull = (u, u)'/2. (1.108)

Se poate verifica satisfacerea proprietatilor unei norme. In particular inegalita-
tea triunghiului rezulta din forma generala a inegalitatii Cauchy-Buniacovski

|(w, )] < fful} -]l (1.109)

Este important sa se formeze o intuitie a semnificatiei adoptarii unei norme
sau alta. Apelam la spatiul vectorial cel mai familiar, al vectorilor din planul
R? si desenam in fig. 1.17 discurile ce satisfac ||x||p <1, pentru p = 1,2,3 si
p = 0.

Distanta dintre doi vectori se poate acum introduce imediat ca fiind o functie
d:V xV —Ry definita prin

d(u,v) = |lu—vl| -

Altfel spus distanta dintre doi vectori este marimea vectorului diferenta. Defi-
nirea unei distante permite introducerea vecinatatilor si a notiunilor conexe, in
particular continuitatea.

Norma gi produsul scalar sunt exemple de aplicatii sau functii prin care unor
elemente ale unui spatiu vectorial i se face sa corespunda un numar. Se pot
defini si alte functii ale caror valori pot fi scalari sau chiar vectori. O aplicatie
definita pe un spatiu vectorial care ia valori scalare se numeste functionald. Spre
exemplu, pe spatiul vectorial al functiilor continue C'(?[a, b], f:u(m)dx este o
functionala deoarece integrarea face sa corespunda un numar fiecarei functii u

O functie definita pe un spatiu vectorial, cu valori in alt spatiu vectorial
(eventual acelasi) e denumitd operator. Spre exemplu, daca R™ este spatiul vec-
torilor coloand cu n componente (1, Z2, ..., 7,)?, atunci inmultirea vectorului
cu o matrice patrata cu n x n elemente poate fi considerata un operator.

Cu ajutorul normelor, putem compara si aplicatiile definite pe spatii vec-
toriale. Sa consideram ca aplicatia f : V1 — Vs este liniara, adica Va,b € S,
u,v € V; avem

flau+bv) =af(u) +bf(v) .
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O aplicatie liniara f este marginitd daca exista un numar real pozitiv M astfel
incat ||f(u)|| < M |lul]. Cu alte cuvinte, norma valorilor aplicatiei liniare este
raportata la norma vectorului. Cel mai mic numar M pentru care are loc
inegalitatea se numeste norma aplicatiei f si se noteaza || f||. Prin urmare,
putem scrie

LA < LAI- [l (1.110)

pentru orice aplicatie liniara marginita. Mai mult, o aplicatie liniara marginita
este gi continud, deci (1.110) implica si continuitatea.

1.4.4 Problema generala a celei mai bune aproximari

Sa vedem acum modul in care notiunile introduse permit o abordare generala a
problemei de aproximare. Reamintin problema de aproximare: avem o functie
f complicata sau incomplet cunoscuta si dorim gasirea unei aproximante g. Am
dori ca diferenta dintre f si g sa fie cat mai mica posibila, adicd s& minimizam
distanta

d(f.g)=If—gll . (1.111)

Din aceasta formulare generala, putem reobtine criteriile de aproximare mentio-
nate la inceputul capitolului. Dacd adoptam oricare dintre normele discrete si
impunem realizarea unei erori nule, d(f,g) = 0, obtinem

N 1/p
npr<§jf@wgmwf> —0,

k=1

ceea ce nu se poate realiza decat daca
g(fﬂk) = Yk, ke ]-7Na

cu yr = f(xy) sau exact conditia de interpolare (1.1). Daca adoptam norma oo
pe cazul continuu, problema revine la a minimiza

max [f(z) —g(z)| ,

z€(a,b]
sau criteriul mini-max (1.3). Alegerea normei oo discrete conduce la criteriul
mini-max discret (1.4). Alegerea normei 2 pe cazul discret conduce la minimi-
zarea sumei

N
S=> [y —g(=r))?,

k=1

adica criteriul celor mai mici patrate (1.5).

Teoria generald ne furnizeaza cadrul de a pune anumite intrebari peste care
am sarit in prezentarea elementara anterioara. Exista o cea mai buna aproxi-
mare? Daca exista, carui spatiu vectorial apartine? Putem construi un gir de
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Figura 1.18: Cea mai buni aproximare este ortogonald pe subspatiul aproximantei.

aproximatii care sa convearga la cea mai buna aproximare? Nu vom parcurge
aici in detaliu aceste chestiuni. Vom face mai degraba o discutie calitativa,
apeland la intuitia geometrica din spatiul vectorial euclidian.

Incepem printr-un exemplu simplu din geometria plana. S& presupunem ca
dorim s& aproximam cadt mai bine punctul X(a,b) din plan folosind elemente
doar de pe axa x1, adicd de forma (x1,0) (fig. 1.18). Scriem

d(X,P) = ||X — P|| = minim,

ceea ce conduce la d(X, P) = [(a — §)? + b?] /2 —minim, pentru norma 2 dis-
creta. Este clar ca cea mai mica abatere dintre toate punctele pe axa x; se
obtine pentru punctul P ce are proprietatea ca X P este ortogonal pe axa x7.
Axa x1 este un subspatiu al planului, iar P parcurge doar acest subspatiu. Cea
mai buna “aproximare” a lui X de céatre P se obtine atunci cand diferenta X — P
este ortogonald pe subspatiul parcurs de P.

Concluzia de mai este general valabila intr-un spatiu in care avem definit
un produs scalar, iar norma rezultd din acest produs scalar conform (1.108).
De exemplu, sa adoptam spatiul C(OO)(—oo, o) ce are baza {1,z,2%,...}. Pro-
blema analoaga celei anterioare este sa se aproximeze functia X = a+bx cat mai
bine cu o constantd P = £. Reprezentarea prin coordonate X = (a,b,0,...),
P = (£0,0,...) ne convinge imediat ca avem aceeagi problema ca in cazul an-
terior, iar solutia este data si in acest caz de conditia de ortogonalitate. Este
educativa demonstratia generala a acestui rezultat.

Teorema. Fie )V un spatiu vectorial in care avem definit un produs scalar, si S
un subspatiu al lui V. Daca v — u este ortogonal pe orice w din § atunci
u este cea mai bunad aproximare a lui v prin elemente din S, anume u
realizeazd minimul distantei d(u,v).

Demonstratie. Sa vedem daca vreun alt w € S realizeaza o distanta mai
mica:
Ev,w)=@v-w,v—w)=@w—-ut+u—wv—ut+u—w)=(v—uv—u)t
2w —w,v—u) + (u—w,u—w) = |Jv—ul]> + ||u—w|]|*+ 2u—w,v—u).



1.4. Elemente de teoria aprorimarii 51

Dar v — u este ortogonal pe orice element din S, in particular pe u — w deci
(u—w,v—u) = 0si avem d?(v,w) = |lv —ul® + Ju —w|* > [[v—ul®, adic&
distanta de la orice alt element w la v este mai mare decat cea de la u la v. 2

Ortogonalitatea pe un subspatiu de dimensiune n se verificad prin ortogona-
litatea pe elementele unei baze a acelui subspatiu, cel mai eficient chiar pe una
ortonormata {g1,92,...,gn}. Conditia de cea mai bund aproximanta g a unei
functii f dintr-un spatiu V cu produs scalar se scrie agadar

(f=9,96) =0,k eln. (1.112)

Observati ca (1.86) sau (1.88) se pot obtine din conditia generala (1.112) prin
alegerea produsului scalar obignuit intre vectori din R™ cu ponderea w. Scriind
aproximanta sub forma unei combinatii liniare g = 2?21 a;g; sistemul (1.112)
se poate rezolva pentru coeficientii ay,

ar = (f,98)/ (9K, 9), k € 1,n, (1.113)

ce sunt numiti coeficien{i Fourier generalizati. De exemplu alegerea bazei tri-
gonometrice cos(2mkz), k € 0, N; sin(2rmzx), m € 1, N — 1 definita pe punctele
discrete {z; = j/2N,j € 0,2N — 1} gi a produsului scalar obisnuit permite
obtinerea relatiilor (1.58) folosind rezultatul general (1.113).

Rezultate ca cele de mai sus arata utilitatea spatiilor vectoriale in care se in-
troduce un produs scalar si norma indusé prin relatia (1.108). Un astfel de spatiu
se numeste spatiu prehilbertian. Intr-un spatiu prehilbertian putem obtine pen-
tru un n fixat coeficientii aproximantei g = Z?Zl a;g; prin relatiile (1.113). Pe
masurd ce n creste, am dori ca g sa ramana in spatiul considerat. Acest dezide-
rat conduce natural la spatii Hilbert H, definite prin faptul ca limitele sirurilor
fundamentale apartin si ele lui H. Spatiile vectoriale din exemplele din 1.4.1
sunt spatii de acest tip, ele numindu-se complete. Aceste notiuni sunt deosebit
de importante pentru procedeele numerice si merita sa zabovim putin.

Daca revedeti exemplele prezentate pana acum, veti observa ca deseori s-a
calculat o eroare fatd de un rezultat exact cunoscut. In exemplificarea unui
procedeu numeric alegerea unei probleme la care cunoagtem deja raspunsul este
perfect acceptabild. Dar in aplicatiile reale nu cunoastem raspunsul exact. Cum
putem, in asemenea conditii, sa ne dam seama de convergenta unui algoritm
numeric? Notiunile de mai sus furnizeaza cadrul matematic in care putem da un
raspuns la aceasta intrebare. Reamintim definitia convergentei unui sir catre o
limit&: @ este limitd a girului {a, } cun € N dacd Ve > 0 exista un N, astfel incat
|an, —a| < € pentru n > N.. Observati ca in aceastd definitie a convergentei
valoarea limitei se presupune cunoscutd. In afari de aceastd definitie se mai
introduce in analizd notiunea de gir fundamental sau Cauchy {a, } caracterizat
prin faptul ca girul este convergent daca Ve > 0, p € N exista un N, astfel incat
|@ntp — an| < € pentru n > N.. Observati elementul esential al definitiei unui
gir fundamental: convergenta este definita prin aproprierea termenilor succesivi.
Pentru verificarea convergentei nu este nevoie sa cunoastem limita girului. In
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aplicatii, aceasta este situatia uzuala. Putem obtine aproximatii succesive, dar
nu, de regula, si limita exacta a girului de aproximatii. Lucrand in spatii Hilbert
vom avea un bun indiciu al convergentei, atunci cand aproximatiile succesive
devin apropriate intre ele.

Spatiile Hilbert au multe alte proprietatile utile aplicatiilor numerice. Doua
exemple ar fi: (1) teorema de reprezentare Fréchet-Riesz ce ne asigura ca rezul-
tatul aplicarii unei functionale f (e.g. integrala definitd) asupra unui element
u € H este el insugi exprimabil ca un produs scalar f(u) = (u,vs), unde vy este
un element al spatiului care depinde de f ; (2) teoreme generale asupra propri-
etatilor operatorilor printre care se remarca cele de descompunere spectrala.

ExeEMPLU. Reluam exemplul 4 din 1.3, de data aceasta folosind ca baza un set de
polinoame ortogonale definite pe multimea discretd {zx = k—1,k € 1, N}, cu N = 15.
Functia aproximat este polinomul f(z) = 40 + 10z + 522 + 32> + 22* + 2° 4 2°. Cum
nu avem vreun motiv sa acordam vreunui nod o importanta deosebita luam ponderea
w = 1 gi adoptam polinoamele Legendre discrete. Acestea sunt definite pe [—1, 1] astfel
incét este nevoie sd introducem transformarea z = 2z/(N—1)—1. Functia aproximanta
se scrie g(2) = >_7_, a;Pj(2) cu n = 6. Conform relatiilor de recurenta (1.93)-(1.95)

primele 7 polinoame Legendre discrete sunt Po(z) = 1, Pi(z) = z, Pa(2) = —2% + 22,
_ _ 167 3 _ 1296 331 2 4 _ 44252 545 .3 5
Py(z) = —gpz + 2% Paz) = 4505 — 537 T2, B5(2) = 555657 — 217 t 7

_ 36000 2042 .2 1154 , _6
Ps(2) = —tooqras + 332 — 7 E T A
Coeficientii ay, rezultd imediat din (1.113)

a; = {Z f(ze)Pj(zi) | /
k=1

k=1

Efectuand calculul in numere rationale a produselor scalare rezulta coeficientii

__ 75236936 __ 1058398 __ 18800 _ 1868 _ 269 _ _
@0 = 1764735 1 = “84035 2 = 2301 3= 41 =% as=1 as=1

ce introdusi In combinatia liniara de mai sus dau exact functia f. Calculul in simpla
precizie furnizeaza valorile coeficientilor a;

ap = 42.633556 a1 = 12.594727 az = T7.8300747 a3z = 4.2358241
as = 3.4935030 a5 = 0.99998158 as= .99996691

cu o eroare relativd maximi de € = 3 - 107° fatd de valorile exacte. Se observi
ca folosirea unei baze ortogonale a permis obtinerea unei erori mici lucrand chiar in
simpla precizie.
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Capitolul 2

Derivarea si integrarea
numerica

2.1 Derivarea numerica

Pentru derivarea numerica, punctul de plecare il constituie tot gasirea unei
functii aproximante. Ideea constd in aproximarea derivatei functiei date cu
derivata aproximantei. Cele mai uzuale formule de calcul se obtin plecand de la
aproximarea prin interpolare. Utilizand aceeasi diviziune a intervalului pe care
se afla punctele in care se doreste calculul derivatei, z;, ¢ = 1,2,... , N, vom
scrie derivata sub forma

=W _ 4 + dr (2.1)

T dr  dzr  dz’ '

unde g este aproximanta iar R restul (eroarea).

In formulele de aproximare numerici a derivatei, se utilizeazi de regula va-
lorile functiei f in cateva din punctele z;. Fie h distanta tipica intre aceste
abscise. Un aspect important al aproximarii numerice este stabilirea ordinulus
erorii. Eroarea se poate scrie sub forma

_df dg dR

o _ag _ ok k
e=— - = O(h"). (2.2)
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Simbolul O este folosit pentru a elimina constantele ce Inmultesc expresia de
interes de sub paranteze, in cazul de fata h¥. Ordinul erorii este exponentul k.
Se observa ca la micgorarea pasului h, eroarea e va scadea mai repede cu cat
ordinul erorii k£ este mai mare. Spre exemplu, pentru £k = 1 o Injumatatire a
pasului conduce tipic la o eroare de doua ori mai mica, pe cand pentru k = 2
eroarea scade de patru ori.

2.1.1 Derivate folosind polinoame de interpolare

In cazul interpolarii polinomiale, cu diviziuni egale, se poate scrie

r=zi_1+ah, a€l0n], nel,N-1, (2.3)
9(x) = yic1 + oAy + C2A%; 1 + ...+ CRA ;1 = pa() (2.4)
R = Ry(x) = k" Cpt (). (2.5)

Se observa ca exista doi parametri la dispozitie:

1. punctul x;_; fata de care calculam diferentele la dreapta;

2. gradul n al polinomului de interpolare.

Derivata (2.1) se scrie

, df 1df 1dp, 1dR, 9.6
Y74z " hda hda  hda’ 2:6)
Prezenta pasului & la numitor in relatia (2.6) sugereaza tendinta cresterii erorii
la derivarea aproximativa. Astfel, daca eroarea la interpolare era de ordinul
n+1, R = O(h™*!), eroarea la derivare este ordinul n, R’ = O(h™), datorita
impartirii la h. De aceea, se iau o serie de precautiuni ca:

1. utilizarea unor polinoame de aproximare de grad nu prea mare (n < 7)
(pentru a preveni aparitia vreunei comportari prezise de teorema lui Faber,
vezi 1.1.1);

2. centrarea punctului in care se face calculul pe intervalul (z;_1, z;—1 +nh);

3. calculul derivatei folosind polinoame de grade diferite — daca diferentele
sunt mari, se iau precautiuni suplimentare (micgorarea pasului, aproxima-
rea spline sau prin alte metode de aproximare, etc.).

Consideram acum cateva cazuri particulare utile.
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Cazul n = 1.
Din relatiile (2.4)-(2.6) se obtine

h

V' =30y ot 1)) (2.7

Pentru valorile « = 0 §i @ = 1, ce corespund la capetele intervalului (z;_1, ;)
se obtine

i Ji— h 17"
vy = P = 5, (2.8)
T Yi— h.,
vi= I D). (2.9)

Aproximatia (2.8) utilizeaza punctul z; ce se afla la dreapta punctului z;_1
in care se evalueaza derivata si se numeste, uzual, formuld la dreapta. Analog
(2.9) se numesgte formuld la stinga. Ambele formule au o eroare de ordinul intai.
Spunem pe scurt ca sunt formule de ordinul I.

Cazul n = 2.

In acest caz, din (2.4)-(2.6), se obtine

SRR NP et WL S I SN APAPY
v =38yt a1 L e - -] (@10
Pentru a = 1, din (2.10) rezulta
;Y=Y R,
x| L 2.11

in timp ce, pentru a = 0, se deduce

—Yi+1 + 4y —3yio1 | B
iy = L B I ) (.12

Comparand formulele (2.11) si (2.12), se observa ca, la acelasi grad al polinomu-
lui de interpolare, plasarea punctului de calcul spre centrul diviziunii conduce
la reducerea de doua ori a erorii. Mai importanta este insa comparatia cu cazul
anterior, n = 1. Se observa c& formulele (2.11), (2.12) sunt de ordinul doi fata
de formulele (2.8), (2.9) care sunt de ordinul intai. Castigul de precizie este
obtinut cu pretul considerarii variatiei functiei peste un interval mai mare, 2h,
pentru n = 2, fata de h, pentru n = 1.
Cu ajutorul expresiei (2.10) se poate calcula gi derivata de ordinul doi

A2y, h d? "
Y = S 2 fa(a - (e - 2)77(@)] (2.13)
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Pentru a = 1, se obtine

W =
! h? 3 \da/

T
1O ="—5—— -5,
1

(2.14)

eroarea fiind de ordinul doi. A doua egalitate (2.14) se obtine cu ajutorul unor
formule Taylor pentru y;_1, sau prin utilizarea unui polinom de gradul trei. Se
constata o precizie superioara, datorata centrarii punctului, fata de cazul a = 0,
pentru care din (2.13) rezultd formula

"o A2yi—1 " 2n* df (4)
e S hf" (&) + 3 (@)a_of () (2.15)

la care eroarea este de ordinul intai.

EXEMPLU. (Efectul reprezentarii finite in numere masind a numerelor reale) Se
calculeazi, derivatele 3,y ale functiei y(z) = €*/? in punctul z; = 2.5 folosind for-
mulele de mai sus. Valorile exacte sunt y; = 1.74517, v}’ = 0.87259. In formulele de
derivare apare pasul h. Valoarea acestuia este necunoscuta. Din definitia derivatei

Y (z0) = lim Y =¥(@0) (2.16)
z—z0 T — To

ne-am putea agtepta ca valorile cele mai exacte sa fie obtinute pentru A~ — 0. Vom
considera valorile hy = 107, k = T,16. Aproximirile derivatelor pentru citeva valori
ale lui h sunt prezentate in tabelul de mai jos. S-au considerat urmé&toarele cazuri: (1)
i = (i —yi-1)/h, (2) 4i = Wirr —yi) /by 3) yi = (Wir1 —yi-1)/2h, (4) yi' = (Yiy2 —
2yir1+y:) /b2, (5) v = (yiy1—2yi+yi—1)/h%. S-a utilizat o precizie de lucru de 80 biti.
Se poate observa cd micgorarea pasului conduce initial la imbunéatatirea preciziei, dar,
dupa un anumit prag, apar abateri mari. Acestea sunt rezultatul pierderii numarului de
cifre semnificative din diferenta y; —y;—1. De exemplu, daca In calculator se memoreaza
7 cifre zecimale, iar y;, y;—1 au primele 6 cifre zecimale identice, diferenta are o singura
cifra zecimala exacta.

lg h@ Cazul 1 2 3 4 5
-1 1.70226  1.78954 1.74590 0.91752 0.87277
-4 1.74513  1.74522 1.74517 0.87202 0.87239
-7 1.74517  1.74517 1.74517 0.00000 0.00000
-10 1.70985 1.70985 1.70985  7.3-10%  0.00000

Marirea preciziei de lucru nu elimina fenomenul de pierdere de cifre semnificative.
Acesta se va produce la valori mai mici ale pasului h. O prezentare sugestiva a acestei
comportari universale a procedeului de aproximare numerica a derivatei este data in
fig. 2.1 unde se reprezinta grafic logaritmul zecimal al erorii

lger =1glyi — G|, lgea =lg|yi’ — 4| (2.17)

functie de logaritmul pasului. Reprezentarea logaritmica este convenabila pentru verifi-
carea practica a ordinului erorii prezis teoretic. Daca din teorie se prezice ca e = O(hk),
atunci dependenta dintre eroare si pas se exprima logaritmic prin lge = C' + klgh,
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Figura 2.1: Variatia erorii absolute in estimarea derivatelor functie de pasul h.

unde C este o constantd. Putem construi regresia lineard (vezi EXEMPLUL 1 din 1.3)
a valorilor erorii calculate in experimente numerice gi sa verificim obtinerea ordinului
de eroare. Trebuie sa elimindm din datele de intrare cele ce sunt afectate de pier-
derea catastrofala de cifre semnificative. Pentru cazurile 1, 3 si 5 se obtin dreptele
—0.364134 + 0.9993531g h, —1.00836 + 2.055681g h, —1.72727 4 2.00789 Ig h respectiv.
Aceste drepte sunt reprezentate cu linie groasa in fig. 2.1. Se confirma si prin expe-
riment numeric ordinele O(h) pentru cazul 1, O(h?) pentru cazurile 3, 5, ce au fost
prezise teoretic.

2.1.2 Formularea operatoriala

Folosind operatorul de translatie, se pot obtine operatorii de derivare. Astfel,
plecand de la expresia (1.19)

f(zo + ah) = (E° 4+ A)*y, (2.18)
prin derivare, se obtine

i 1d
dr ~ hdo
% Mn(E° + A)] ([(E® + A)] yo) = % [n(E° + A)] f(x) (2.20)

((E° + A)*y0) = — [(E° + A)* In(E° + A)] yo = (2.19)

SRS

unde s-a evidentiat prin [] operatorul ce trebuie aplicat. Prin identificare,
rezultd operatorul de derivare cu diferenta la dreapta (A)

d 1.
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In mod similar, folosind operatorul diferenta la stanga (V), se obtine

d 1

— = —-In(E° - V). 2.22

L= (B - V) (222)
Extinderea operatiei de derivare a functiei exponentiale la derivarea operatorilor
este justificatd prin analogia expresiilor utilizate cu seria binomiala. Practic,
expresiile (2.21) si (2.22) se utilizeaza sub forma obtinutd prin dezvoltarea in
serie a logaritmului

d 1 A2 AP Af
4 h(A_2+3_4+”') (2.23)
1 v: v vt
= h(v+2 +5+ +) (2.24)

Operatorii (2.23) si (2.24) pot fi aplicati oricirui polinom de interpolare cu
diferente la dreapta sau la stanga care aproximeaza functia f(x). In acest fel,
se obtin, pe cale formaléa, relatii similare cu cele precedente. Prin aplicarea
repetatd a operatorilor (2.23) se obtin operatorii derivatelor de ordin superior.
Spre exemplu, pentru derivata de ordinul doi rezulta

d? 1 11
— = 5 A=A AL 2.2
d? 2 ( toet (2.25)
1 2 3 1oy
= — — RV 2.2
= <V + VISV > (2.26)
ExempLU. Fie f : [0,1] — R o functie a carei valori in nodurile z; = j/n,

j =0,n sunt f; = f(x;) si sunt cunoscute. Se cere o estimare de O(h*) a derivatei
fo=f'(zo =0) unde h = 1/n.

Rezolvare. Fiind disponibile doar punctele la dreapta, vom aplica (2.23). Numé&rul
de termeni luati din dezvoltarea in serie determina ordinul formulei. In cazul de fata,
va trebui sa consideram patru termeni

2 3 4
fggl(A_A_+A_—A—)fo. (2.27)

Aplicarea repetata a operatorului de diferenta la dreapta conduce la Afy = fi1 —
fo, A%fo=A(Afo) = A(f1 — fo) = Afi — Afo = fo = 2f1 + fo, A% fo = A(A?fo) =
f3—=3f24+3f1— fo, A fo = A(A%fo) = fa —4fs +6f2 —4f1 + fo. Se remarcd aparitia
coeficientilor din dezvoltarea binomiald (1 — a)”. Rezulta formula

% (—ifzi—f—%fs—?)fz +4f1—%f0) . (2.28)

1%

fo

Pentru a verifica ordinul formulei, folosim primii 5 termeni din dezvoltarea in serie
Taylor a functiei f, T5(z) = fo + foxr + fo'z/2 + féS)x/6 + f(§4)w/24 + f(§5)w/120 si se
obtine

1 1

L (—ZT5(4h) + 5T5(3h) — 3T5(2h) + ATs(h) - %Ta(())) =fo—h'17/5, (2:29)

deci eroarea este intr-adevar de ordinul IV.
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2.1.3 Polinoame de interpolare in functie si derivata

Sa presupunem cd sunt date valorile unei functii y; si ale derivatei sale y} in
nodurile z; € [a,b], i = 1, N. Pentru evaluarea derivatei in alte puncte din
intervalul [a, b], se poate urma procedeul anterior de derivare a polinomului de
interpolare ce satisface py_1(x;) = y;. O metoda mai precisa, ce foloseste si
informatiile asupra derivatei in noduri, este insa sa se construiasca polinomul
de grad 2N — 1 ce satisface

pon—1(®i) =i, Poy_1(zi) =y;, i=1,N. (2.30)

O astfel de interpolare ce foloseste si valorile unor derivate in noduri se numeste
de tip Hermite. Polinomul de interpolare Hermite este unic definit pentru abs-
cise distincte, i # j = x; # x;. Ca si polinomul de interpolare uzual, polinomul
de interpolare Hermite are o forma Newton, ce utilizeaza diferente divizate, si
o forma Lagrange.

Forma Newton a polinomului de interpolare Hermite utilizeaza o generalizare
diferentelor divizate, denumita diferente divizate cu repetifie in care se definegte

DD(z;, ;) = f'(zi) = v, . (2.31)

Regula recursiva (1.9), de obtinere a diferentelor divizate superioare, raméne
valabila. Explicit, forma Newton a polinomului Hermite este

pan—1(x) =y1 + (x — 1) DD (21, 21) + (x — 1) DD (21, 21, 22) +  (2.32)
(x — x1)*(x — 22) DD (21, 21, T2, T2) + . .. (2.33)

ce se poate compara cu (1.13). Coeficientii formei Newton se pot calcula con-
venabil tabelar precum in exemplul de mai jos.

r1r Yy — -
r1 y1 DD(x1,71) =9 -
— DD — DD
Zo o DD(xl,xQ) — u DD($17x1,x2) — (x271:1) (ajlaxl)
o DD (23, 29] — DD (w2, 21)
T2 Y2 DD(w2,72) = 9h DD(x1, 72, 72) = 12,12 12,1
To — X1
Forma Lagrange a polinomului de interpolare Hermite este
N N
pov-1(@) = 3 A@ye + 3 Bulw)yh (2.34)
k=1 k=1

unde impunem proprietatile

Ap(xj) = 0rj,  Ai(z;) =0, Bi(x;) =0, By(x)=dy, (2.35)
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prin analogie cu procedeul din 1.1. S-a utilizat simbolul Kronecker: 6; = 0,
daca j # k; dx; = 1, daca j = k. Polinoamele Ay, Bj, se pot exprima functie de
polinoamele Lagrange (1.29) L

Ar(x) = [1=2(z — @) Lh(ar)] Li(2), (2.36)
Be(z) = (x—ap)Li(x). (2.37)

Printr-un procedeu asemanator celui folosit pentru determinarea formulei
(1.16), se poate obtine expresia restului la interpolarea Hermite

N

Ron-1(x) = f(z) = pan-a1(2) = [ [ (@ — ) FEV(&)/(2N)!. (2.38)

i=1

EXEMPLU. Vom calcula derivata functiei f(z) = sinwz in = 1/8 folosind forma
Newton a polinomul Hermite. Utilizim nodurile z; = (j — 1)/4, j = 1,2. Tabelul
diferentelor divizate este

Tj Yi

0] o - - -

0 0 - -

: g 2v2 | 4(2v2 ) -

i g WT\/E 2V2(m —4) | 4m(2v2 +4) — 64/2

unde valorile obtinute din derivata exactd f’'(z) = mcos 7z au fost incadrate. Forma
Newton a polinomului Hermite este

p2(@) = o7 + 2%4(2V2 — 1) + 22 (z — 1/4) [4m(2v2 + 4) — 64\/5] , (2.39)
ceea ce conduce la urmatoarea forma canonica a polinomului
po(x) = 7 + (48V2 — 167 — 4V27) & 4 (—192V/2 + 487 4 24v/27) ° . (2.40)

Derivata ceruti este p5(1/8) = 2.90188 foarte apropriati de cea exactd f'(1/8) =
2.90245 si cu mult mai precisd decat estimarea centratd de ordinul II (f(1/4) —
£(0))/(1/4) = 2.82843. Graficul logaritmului erorii relative lge = Ig |(py(z) — f'(x)) / f'(z)|
de mali jos arata prezicerea corecta a 3 cifre semnificative in evaluarea derivatei pe in-
tervalul [0, 1/4].
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2.1.4 Derivate folosind functii spline

Functia spline polinomiala de ordinul 3 poate fi utilizata pentru calculul apro-
ximativ al derivatelor de ordinul 1 si 2. In acest scop, se determina coeficientii
m;, a;, by, restrictia functiei spline pe intervalul (z;, 2;41) fiind

ps,i(z) =y +my(z — x;) + bi(x — 23)% 4+ ai(x — x;)?, (2.41)

determinatéa in paragraful 1.1.2. Derivatele de ordinul 1 gi 2 se aproximeaza prin
derivatele de acelagi ordin ale polinomului ps ;

Y =m; + 2b;(x — x;) + 3ai(x — x;)%, Y = 2b; + 6a;(x — ;). (2.42)

Eroarea la aproximarea derivatei de ordinul & poate fi evaluata cu ajutorul
relatiei (vezi Observatia 4 din 1.1.2)

m—k
®) () () b—a)m" (m) () _ o(m)
o [£0(0) s )| < G max [10@) - @), (23

unde m este ordinul functiei spline (m = 3 pentru functia spline cubici). Deo-
arece functia spline este derivabild de m — 1 ori pe (a,b), am notat prin s&™ o
functie treaptd, obtinuta prin derivarea restrictiilor functiei s pe subintervale.

Exemplul din paragraful 1.1.2 prezinta si comportarea numerica a derivatelor.

2.1.5 Derivate folosind diverse aproximatii

Formule de derivare se pot obtine folosind oricare dintre procedeele de apro-
ximare prezentate In capitolul 1. Consideram pe scurt cateva alte procedee
inidicand domeniile tipice de aplicare.

Interpolare trigonometrica.

Prin derivarea expresiei (1.57), se obtine

ﬁ — y/ ~ d_g —
dz C dx
N-1
27 [—kay sin(2wkx) + kb, cos(2mkz)] — 7N an sin 2r Nz . (2.44)
k=1

Rezultatul este o noua functie ce are coeficientii Fourier —2wkay, —27wkby. Con-
sideratiile din 1.1.3 asupra convergentei interpolarii trigonometrice se aplica
acum noii functii. In particular, vom urmari daca c; = 27rk:(ai + bi)l/ 2 devin
suficient de mici pe méasurd ce N creste. O proprietate importantd a apro-
ximarilor trigonometrice este ca, pentru functii netede, coeficientii ¢j scad mai
repede decit orice putere a lui h = 1/N incepand de la un anumit rang k.
Prin analogie cu analiza de ordin de eroare de la formularile anterioare, spu-
nem ci aproximarea trigonometrica a derivatei este de ordin infinit. Aceasta
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proprietate sta la baza metodelor spectrale de rezolvare a ecuatiilor diferentiale.
Aplicabilitatea generala a procedeului este insa limitata de cerinta de netezime.
De exemplu, daca functia f prezinta discontinuitati izolate, vor aparea erori
importante de mascare (vezi 1.1.3).

Aproximarea mini-max.

Se deriveaza polinomul aproape mini-max (vezi 1.2.3). Gradul acestui polinom
se ia, in general, mai mic decat gradul polinomului de interpolare corespunzator
unei diviziuni alese. Astfel de aproximari se utilizeaza cand se doreste minimi-
zarea numarului de operatii aritmetice necesare estimarii derivatei.

Aproximarea prin metoda celor mai mici patrate.

Se deriveaza aproximanta (1.83). In general, derivatele astfel obtinute sunt mai
netede decat in cazul unei interpolari care foloseste toate punctele din retea. Se
folosegte tipic pentru date cunoscute incert (masurdtori experimentale).

2.2 Integrarea numerica

Integrarea numerica a functiilor de o variabila reprezinta o aplicatie imediata
a aproximirii. In general, prin integrare numerica erorile de calcul se reduc,
variatiile se netezesc. Cazurile mai dificile sunt legate de integrarea functiilor
care prezinta variatii rapide de semn pe intervalul de integrare, astfel incat
termenii insumati se compenseaza, iar rezultatul, un numar mic in modul, apare
ca diferenta a unor numere mari in modul'. Asemenea functii sunt indicate
pentru testarea diferitelor formule de integrare propuse. Schema generala pentru
a obtine o formula de integrare numerica este urmatoarea:

1. Se introduce o diviziune a intervalului de calcul [a,b] prin punctele {z;,
iel,N}.

2. Se scrie functia de integrat f(z), punandu-se in evidentd aproximanta g(z)
gi eroarea (restul) R(x)

f(z) =g(x)+ R(z) . (2.45)

3. Se integreaza relatia (2.45) termen cu termen, obtindndu-se o valoare apro-
ximativa gi o eroare pentru integrare

/ab f(z)dz = /abg(x)d:r + /ab R(z)dx . (2.46)

Vezi capitolul 4.
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Integrala aproximantei g(x) se evalueaza numeric pe fiecare subinterval al
diviziunii

b N b
1 :/ g(x)dx = Zaklk, Iy E/ g (x)dx . (2.47)

k=1

Uzual aproximanta g(x) se alege de forma (1.6), astfel incat integralele Iy,
sa poata fi evaluate exact. Eroarea de integrare este in acest caz integrala
restului

0= /b R(z)dx . (2.48)

4. Se cauta o posibilitate de minimizare a erorii.

In efectuarea diverselor calcule mentionate mai sus, sunt utile cateva rezul-
tate din analiza pe care le reamintim fara demonstratie.

Teorema de valoare medie a unei integrale. Pentru f, g continue pe [a,b] si
g(x) > 0 pe [a,b], existd un £ € [a, b] astfel incat

/a ' Fa)ge)dz = 0 / " (@)

Teorema valorii intermediare. Fie f continud pe [a,b] si m valoarea sa minima
si M valoarea sa maxima pe acest interval. Pentru orice r € [m, M| exista
un ¢ € [a, b] astfel incat f(§) = r.

Teorema fundamentald a analizei. Daca f este continud pe [a, b], atunci functia
@(x) = [T f(t)dt este derivabila in orice punct ¢ € [a, b] si derivata sa este

¢'(c) = fle).

2.2.1 Formule Newton-Cotes inchise

Formulele de integrare care utilizeaza valorile functiei la capetele intervalului de
integrare, y1 = f(a), yv = f(b) sunt denumite formule inchise. Foarte uzuale
sunt metodele care utilizeaza interpolarea polinomiala pe o diviziune echidis-
tantd a intervalului de integrare {a = x1,z2,... ,oaxy = b} cu x;41 —x; = h =
(b—a)/(N — 1), formulele obtinute fiind denumite de tip Newton-Cotes. In
obtinerea formulelor de integrare, este convenabild forma Newton cu diferente
finite a polinomului de interpolare (1.25). Vom remarca insa ca se preferd uti-
lizarea unor polinoame de grad mic (unu, doi sau trei), pe subintervale, ceea ce
revine de fapt, la integrarea unor functii spline, racordate pe noduri numai prin
valorile functiei f(x), dar nu si prin derivate. In cele ce urmeazi vom folosi 11,
pentru a nota familia polinoamelor de grad cel mult n.
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Formula trapezelor.
Functia aproximantd este o linie poligonald. Pe fiecare subinterval (z;, z;11),
functia f(x) se inlocuieste cu aproximarea sa printr-un polinom de gradul intai
plus un rest. Conform (1.25), polinomul se scrie
p1(z) = yi + aly;, (2.49)

cu « € [0,1], unde restul (1.26) este

Ri(x) = h*C2f"(&), & € (zi,ita) . (2.50)
Pe intervalul (z;,z;41), variabila = se poate exprima

T = x; + ah,

de unde dz = hda. Integrala exactd a aproximantei (2.49) este

1
L:i/(%+aﬁwma:(%+ywﬂﬂa (2.51)
0

iar eroarea pe interval rezulta din integrarea restului (2.50)

5 = (h3/2)/0 (o — 1) f"[e(a)] da, & € (w1, wis1)

Expresia erorii poate fi transformata aplicand teorema de medie pentru inte-
grale. Avem —a(a — 1) > 0 si vom presupune cad —f”[¢;(«)] este continud pe
[, 2i41], astfel incit conditiile teoremei si fie satisficute. Se obtine

&=Wﬂ«mﬂ4am—nm=—MW@vm, (2.52)

cu & € [z;,xi41], In general diferit de &; din (2.50). Formula (2.51) se aplicd pe
fiecare subinterval gi vom obtine, prin sumare, valoarea aproximativa a integralei

N-1

h
I = I, =— 2 oot 2yn- . 2.53
; 5 (U1 + 202+ .+ 2yn—1 + ) (2.53)
Eroarea la integrare este suma erorilor pe subintervale, § = Zf:l §; = —(h3/12)-

Zfi_ll (&), Insa (N — 1)t Zf\]:—ll f7(&}) este o valoare medie a valorilor
functiei f” in punctele &/ gi am presupus f” continud. Conform teoremei valorii
intermediare, exista un £ € [x1, zy] astfel incat

1 N-1
N1 2 e =11 (2.54)
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gl eroarea se poate scrie

e VG e ek

= 557(6). (2:55)

12(N —1)
Expresia (2.55) sugereaza ca, pentru functii cu derivata de ordinul doi continua,
eroarea la integrare scade aproximativ cu patratul numarului de intervale N —1.
Spunem astfel ci eroarea la formula trapezelor este de ordinul doi, § = O(h?).
Se observa ci, fatd de eroarea pe un subinterval §; = O(h3), eroarea pe tot
intervalul § este cu un ordin mai mic datoritd acumularii erorii din insumare.
Se remarca, de asemenea, ca formula trapezelor este exactd pentru toate poli-
noamele de gradul 1, adica pentru Vf € II;.

Formulele Simpson.

Urmarim obtinerea unor formule mai precise pe subintervalele de calcul. Din
procedeul general, observam ca acest deziderat se poate realiza prin folosirea
unor polinoame de interpolare de grad mai mare pe subintervale. Deoarece,
pentru polinoame de grad mai mare de unu, avem nevoie de mai mult de doua
noduri, vom grupa convenabil subintervalele (z;,x;+1). Din punctul de vedere
al aproximarii functiei f(x) pe tot intervalul de calcul [a, b] procedeul revine la
folosirea unei interpolari spline cu deficienta, ale carei restrictii pe subintervale
sunt polinoame.

Formula Simpson “1/3”. incepem cu polinoame de gradul doi pe subinterval.
Avem nevoie de trei noduri gi ca atare vom obtine o formuld de integrare pe
(i—1,2i+1) 2. Polinomul aproximant este

p2(2) = yio1 + @Ay 1 + ala—1)A%,; 1 /2
conform (1.25) iar restul are forma
Ry(x) = B3C3 (&), & € (wio1, wiga) -

Formula obtinutd prin integrarea lui pa(z) este

2

h

I = h/ p2(zi—1 + ah)da = g(yi—l + 4y + yiv1) - (2.56)
0

Aplicarea teoremei de medie la integrarea restului trebuie efectuata pe subin-
tervalele pe care C3 nu schimba semnul

B3 /02 O3 1O (€,)da = Z_? [f(3)(§£1)) (i) 4+ () (_i)]

Rezultatul obtinut este Insd o supraestimare. Faptul ca s-au obtinut coeficienti
numerici de semne contrare sugereaza ca avem un efect de compensare a erorilor.

2Aici si in cele ce urmeazi vom alege intervalele astfel incat formulele si fie centrate pe
punctul z;.
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Ne convingem de aceasta prin intermediul unui alt procedeu de calcul al erorii
ce are aplicabilitate mai larga. Consideram valoarea aproximativa a integralei

= g[f(mi,l) +4f(x:) + f(zig1)]

si vom presupune f derivabila de minim 5 ori. Dezvoltam in serie Taylor in
jurul punctului x;_; expresia de mai sus

I;

I =2hfiy + 202 fL  +4hP 3+ 2h 0 f P /3 + 505 £ 18 + 1S £°) 10+

unde am notat f(k) f%®) (z;). Pe de altd parte, introducem

x) = /9:1 f(z)dx

valoarea exactd a integralei pe intervalul (z;_1, ). Avem, in particular, F(x;—1) =
0, si F(x;—1 + 2h) este valoarea exactd pe intervalul (x;_1,2;11). Conform te-
oremei fundamentale a analizei, F'(z) = f(x). Ca atare, dezvoltarea in serie
Taylor in jurul punctului ;_; a valorii exacte F'(x;—1 + 2h) este

Ohfi 1 + 202 f + AP /34 20t £ /3 4 anP FD /15 4 anS 1) /45 + .
Diferenta § = F(x;—1 + 2h) — I; este eroarea ciutata si are expresia
5 =—hof™ /90 — h6£® /90 + .

Astfel, chiar daca am pornit cu un polinom aproximant de gradul doi, formula
obtinuta este exacta si pentru polinoame de gradul trei. Acest rezultat face ca
formula lui Simpson (2.56) si fie economicd in numéarul de evaludri ale functiei
f necesare realizarii unei anumite precizii, de unde larga sa folosire in aplicatii.

Considerand acum problema integrarii pe tot intervalul [a, b] vom introduce
un numar impar de 2N 4 1 noduri, pentru a avea un numar intreg de perechi de
intervale, pe care sumam relatia (2.56) gi obtinem formula de integrare Simpson

h
I= g(yl +4ys +2ys + ...+ 2yon—1 + 4Yan + Yon+1) - (2.57)

Estimarea erorii la integrare este
§=—(b—a)®fP(€)/2880N*, ¢ € (a,b). (2.58)

Din (2.58), se observa c& eroarea 4 este invers proportionald cu puterea a patra
a numarului de perechi de subintervale N, adica § = O(h*). Spunem ci formula
Simpson “1/3” este de ordinul IV.

Fomula Simpson “3/8”. Trecem acum la urmétorul polinom de interpolare,
cel de gradul 3. Considerand 4 puncte de diviziune pe intervalul (z;_1,2;42),
polinomul de interpolare este

p3(x) = yic1 + @Ay—1 + ala — 1)A2yi_1/2 +ala—1)(a— 2)A3yi_1/3! ,



2.2. Integrarea numerica 67

iar, prin integrare, se obtine formula lui Simpson “3/8”

3

3h

I; = h/ p3(xi—1 + ah)da = g(yifl +3y; + 3yir1 + Vir2) (2.59)
0

Cu eroarea
3
5@':’”‘5/ CarW(&) da=—3hn°fM(&)/80, & € (mim1,2ip2) . (2.60)
0

Considerand 3N + 1 puncte de diviziune, cu pasul h = (b — a)/3N, formula de
integrare pe (a,b) se va scrie

3h
I= ?(yl +3y2+3y2 +2ys + ... + 2ysn—2 + 3ysn—1 + 3Ysn + Ysn+1) ,
(2.61)

iar eroarea de integrare pe (a,b) este
§=—(b—a)fP(€)/6480N* = O(h*), €€ (a,b). (2.62)

La acelagi interval (a,b) si acelagi N, eroarea este mai micd decit in cazul
formulei Simpson “1/3” datorita factorului numeric de la numitor. Cum insé o
precizie sporita la integrare este obtinuta indeosebi prin marirea numarului de
subintervale, observam ci marirea gradului polinomului de interpolare p3(z) nu
conduce la un ordin al erorii mai mare, formula “3/8” fiind tot de ordinul IV
ca si formula “1/3”. Datoritd numérului mai mic de evaluari de functie cerute
este preferabild folosirea formulei Simpson “1/3” celei “3/8”.

Informativ, dam si formula obtinuta prin interpolare cu un polinom de gradul
4, pe intervalul (z;_2,z;42)

2h
I; = 4—5(7%72 +32y;—1 + 12y; + 32441 + Tyit2), (2.63)
cu eroarea
§; = —8h7f7(&:)/945, & € (wi1,Tita). (2.64)

In acest caz, cresterea gradului polinomului de interpolare a condus la o scadere
importanti a erorii. Pe tot interalul [a,b] avem § = O(h®) fatd de § = O(h?)
din (2.62).

Formulele de mai sus se pot obtine si pe doua alte cai ce permit extinderi
importante. S& considerim c& integrala pe un interval [a,b] se poate aproxima
ca o medie ponderata a valorilor functiei in punctele x;,i =1,... | N

b N
I= / fla)dz =" Ay, (2.65)
@ i=1
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unde A; sunt ponderi necunoscute. Putem impune ca integrala sa fie evaluata
exact pentru functii polinomiale pana la gradul N — 1. De exemplu, pentru
N = 3, obtinem sistemul de ecuatii

[Pdz  =b-a — A+ Ay + Ay
[Jxdr = (b*—a?)/2 = Ajxy + Asxo + Az (2.66)
[ x?de = (b* —a?)/3 = Ajaf + Ayas + Aga3

unde am inlocuit rdnd pe rand functia f(z) cu un polinom de gradul 0,1,2.
Se obtin coeficientii 41 = As = h/3, Ay = 4h/3, adica exact cei din formula
Simpson “1/3” (2.56). Procedeul de mai sus este cunoscut sub denumirea de
identificare a coeficientilor de integrare.

Un al doilea procedeu este dat de inlocuirea functiei f cu forma Lagrange a
polinomului de interpolare (1.31)

N

b b N b p(N)
/ f(x)dx:/ Zyiﬁi(z)der/ f N!(f) [ =) de, (2.67)

=1

unde s-a utilizat forma (1.16) a restului. Comparand cu (2.65) se observa ca

A= / L) (2.68)

In final, s& adaugam, ca In numeroase situatii practice, este convenabil sa se
evidentieze o functie pondere w(x) in operatiile de integrare. Se generalizeaza
astfel operatia de medie ponderatd din aritmetica. Utilizand (2.67) avem

N

b (N)
/ w(z) f(x)de = / [Zﬁ f (f) H(:L’ —x;) | de = ZAiyi + 6,

i=1 i=1

b b M) (g) &
A; = / w(x)Li(x)dz, §= / f " H x—x;) de, &€ (a,b).
a a i=1

2.2.2 Formule de integrare deschise

O intrebare imediatd asociatd formulei generale de integrare (2.65) este daca
alegerea altor puncte z; si ponderi A; ar putea aduce avantaje de calcul. Vom
considera in cele ce urmeazi citeva asemenea cazuri. In general, in obtinerea
acestor formule nu se utilizeaza valorile functiei f din capetele intervalului.
Astfel de formule se numesc formule deschise.

Formule de integrare deschise de tip Newton Cotes

Aceste formule se obtin utilizand un polinom de interpolare care nu trece prin
capetele intervalului, deci cu un polinom cu doua grade mai mic decat in cazul
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formulelor inchise. Revenim la obtinerea formulelor de integrare prin integrarea
polinomului de aproximare. De data aceasta folosim o forméa in care nu apar
valorile in capete

pN_s(x1 +ah) = yo + (0 — 1)Ays + C%_ APys + ...+ CVPAN 3y, (2.69)
a € [0, N — 1], eroarea fiind
Ry_1(x1 +ah) = BN 720N 72 (N=2) (¢ (2.70)

Evident, formulele de mai sus se pot utiliza pentru N > 3. Putem obtine
diverse formule prin alegerea intervalului de integrare si a gradului polinomului
de aproximare.

Pentru N = 4, calculam integrala polinomului aproximant de la o = 0 la
a = 2 gi se obtine

I = 2hy;, 0, = W3 f"(&)/3. (2.71)

In acest caz, intervalul de integrare a fost (z;_1,z;+1), dar termenul y; 41 s-a
redus, astfel incat formula (2.71) nu contine nici una din valorile de la capetele
intervalului. Observam ci se obtine acelasi ordin al erorii § ~ O(h?) ca la
formula trapezelor (2.53), folosind insa o singura evaluare a functiei fata de doua
in (2.53). Factorul numeric din expresia erorii de mai sus este insd mai mare
decat cel din (2.55). Ca atare, avantajul de calcul obtinut poate fi nesemnificativ
in practica.

Pentru N = 6 gi # € (x;-1,%;13) se obtine o formuld cu acelasi ordin de
eroare ca formula Simpson

4h 14k

Ii = —2yi —yi 2Yit2), 0= ——
i (2Yi — Yit1 + 2¥i42) 15

5 FO&). (2.72)

Coeficientul numeric din formula erorii este iardgi mai mare decat cel din (2.58)
si numarul de evaluari de functie este acelagi. Ca atare, nu se obtine vreun
avantaj de calcul.

Formule deschise de tip Gauss.

In formula generali de integrare (2.65), observam insd cd avem la dispozitie 2N
parametrii, nu numai ponderile A; ci si abscisele in care evaluam functia x;.
Pana acum am utilizat abscise echidistante gi am obtinut formule exacte pentru
polinoame de grad pana la N — 1, prin alegerea a N ponderi. Putem spera ca,
prin utilizarea tuturor celor 2N parametri, sa obtinem formule exacte pentru
polinoame pana la gradul 2N — 1. Calea de a obtine astfel de formule este data
de un rezultat teoretic important formulat de Gauss.
Punctul de plecare este formula de aproximare a valorii unei integrale

b N
[ v =" Aipe). (2.73)
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unde w(x) este o functie pondere pozitiva, iar coeficientii A; sunt alesi astfel
incat formula este exacta pentru toate polinomale de grad pana in N — 1.

Teorema. Daca abscisele z;, din (2.73) se aleg ca fiind zerourile unui polinom
q(z) de gradul N ce satisface relatia de ortogonalitate

b
/ w(z)p(x)g(x)dx =0 (2.74)

pentru orice polinom p(x) de grad pana la N — 1, atunci formula (2.73)
este exacta pentru toate polinoamele de grad pana la 2N — 1.

Demonstratie. Fie f un polinom de grad cel mult 2N — 1. Acesta se poate
scrie f = pg + r unde p,r sunt polinoame de grad cel mult N — 1. Deoarece
x;, i =1,..., N sunt zerourile polinomului ¢, avem f(x;) = r(z;) si

b b
[ we)s@is = [ w@) plelale) + ria)) do =
‘ b ‘ N N
/a w(z)r(x)dx = ZAW(JH) = ZAif(xi) , (2.75)

unde ultima egalitate rezulta din alegerea coeficientilor A; enuntata. 2

Se poate demonstra ca zerourile unui polinom ce satisface (2.74) sunt sim-
ple si sunt in interiorul intervalului [a,b], adicd z; € (a,b). Pozitiile zerourilor
depind, in general, de intervalul [a, b]. Pentru a obtine valori standard ale absci-
selor, se folosesc domenii de integrare canonice, specifice fiecarui tip de ponderi
w(x). Aparitia functiei de pondere in formula (2.73) faciliteaza tratarea cazurilor
cu singularitati integrabile dupa cum vom vedea mai jos. Odata stabilita familia
de polinoame ortogonale, prin alegerea ponderii w(z), se afld radéacinile aces-
tora, iar coeficientii A; rezulta prin integrarea polinoamelor Lagrange asociati
radacinilor conform relatiei (2.68).

Am vazut insa in 1.1.1, cd interpolarea polinomiala globald nu converge
intotdeauna catre functia f. O intrebare naturald este dacd o asemenea com-
portare nu ar aparea si in formulele de integrare Gauss. Conditia de ortogo-
nalitate (2.74) joacd un rol esential aici i se poate demonstra (Stieltjes) ci,
pentru functii f continue, aproximarea Gauss converge catre valoarea exacta a
integralei pe masura ce N — o0.

Fie acum f o functie de clasd C?"[a,b] oarecare, nu neapirat un polinom.
Dorim sa determinidm daca se obtine o eroare mai mica la integrare prin folosirea
unei formule Gauss cu N noduri, prin comparatie cu formularile anterioare.
Teorema de mai sus sugereaza compararea cu un polinom de grad 2N — 1. Un
polinom de grad 2N — 1 poate fi definit de valorile functiei gi derivatei in cele
N noduri, dupa cum am vazut la interpolarea Hermite 2.1.3,

p2N—1(l‘z‘) = f(l‘z'), p’zN_1(37z‘) = f/(xi)a 1= L—N (2-76)
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Eroarea la interpolare este datd de (2.38), de unde rezulta

’ ’ N (2N)
[ vt [ w@p e = [ [ e 0D b
. (2.77)

Formula de integrare Gauss, fiind exacta pentru polinoame de grad maxim 2N —
1, rezulta

b
/ w(@)p2n—1( dx—ZAzp2N 1(z:) ZA f(x), (2.78)

i=1

de unde eroarea la integrarea functiei f este

b N
§ :/ w(z) f(x)ds — ZAif(xi) = (

2

)2 FEN((()) da
(2.79)

Nodurile z; se aleg ca fiind radacinile polinomului ¢(x) de gradul N si ortogonal
pe orice polinom p(x) de grad pana la N — 1. Conform teoremei de medie, avem

FEN(E)

0= (2N)!

b
/ w(x)g*(z) dr, &€ (a,b). (2.80)

Recunoagtem aparitia produsului scalar

b
@0 = [ w@w) d (281)
a
(vezi 1.4.2). Ca atare, eroarea la integrarea Gauss este

5= fEN(©) (g,9)/(2N)!. (2.82)

Daci f € C?*N[a,b], atunci f*N)(€) este mirginita. Produsul (g, q) se poate
evalua folosind relatiile de recurentd (1.94) si este de asemenea marginit. In
plus, factorul (g, q)/(2N)! scade rapid cu cregterea lui N. S& considerdm acum
cele mai des Intalnite cazuri.

Formule Gauss-Legendre.

Mai intai ludm ponderea w(x) = 1, adicd vom considera integrala obisnuita.
Intervalul canonic uzual este [—1,1]. Orice alt interval de integrare [a, b] poate
fi ugor transformat in [—1, 1] prin substitutia z = 2(x —a)/(b—a) — 1

/f ba/HF(z)dz, F(z)f(b2az+b;a>. (2.83)

-1
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In cazul de fata conditia de ortogonalitate este
+1
/ p(x)g(x)dz =0, (2.84)
-1

identica cu (1.96), aga incat polinoamele ¢(z) sunt polinoamele Legendre. Pozitiile
zerourilor z; i ponderile aferente A; sunt redate, pentru cateva valori ale lui N,
in tabelul (2.1). Integrala pe [—1, 1] se aproximeaza prin

+1 N
/ F(z)dz = ZAiF(zi) : (2.85)

-1

iar cea pe [a, ] prin

b b—a o
[ war= 2t S A, (2.56)

cuz; = (b—a)z;/2+ (a+b)/2. Din relatiile de recurenta (1.94) si (2.82) rezulta
eroarea la integrare

5 = 22N (NN (6) /(21 + 1)[(2N))P (2.87)
pe intervalul [—1,1] sau
6= (b—a) TN FEM(©) /(2N + D[2N)!] (2.88)

pe intervalul [a, b] folosind substitutia de mai sus. Abscisele x; in care se eva-
lueaza functia F' nu sunt de reguld echidistante. Putem insd pune in evidenta

un pas mediu h = (b — a)/N, pentru a determina ordinul erorii in vederea
compararii cu metodele anterioare. Se obtine
b—q)\2NT! N2N+1 ¢(2N) B2N+1 £(2N)
N (NDA(2N + 1)[(2N)!]3 (NDA(2N)!

si se observi obtinerea unui ordin al erorii de O(h?¥*1), folosind doar N evaluri
ale functiei f. Mai mult, coeficientul numeric din (2.89) scade exponential cu
cregterea lui N (vezi tabelul 2.1).

Formule Gauss-Cebasev.

Consideram acum ponderea w(z) = (1 — 22)~'/2 pe intervalul [—1, 1]. Se poate
observa ca functia pondere prezinta singularitati in +1. Utilitatea practica a
unei astfel de ponderi este integrarea numericd a functiilor ce prezinta acelasi
gen de singularitate integrabild in capetele domeniului de integrare. Fie f(z) o



2.2. Integrarea numerica 73

Tabelul 2.1: Réadacinile z;, ponderile A; si eroarea la integrarea Gauss-Legendre

he 3 (&)
2 | F1/V3 L P .h
5 | FV3/5 5/9 WO
0 8/9 216.33.53 .7
4 F0.86113 63115 94053 0.34785 48451 37454 ho £ (&) )
F0.33998 10435 84856 0.65214 51548 62546 215.312.53.73
F0.90617 98459 38664 0.23692 68850 56189 5h11f(10) ©)
5 F0.53846 93101 05683 0.47862 86704 99366 —_—
236 . 31673 . 11
0 0.56888 88888 88889

astfel de functie gi sd presupunem ca avem de evaluat integrala acestei functii
e [-1,1]. Putem da factor comun fortat termenul singular

+1 +1
f(z)dz = / w(2)F(z)dz
-1 -1
unde F(z) este acum o functie continud. Cea de-a doua integrald se poate
evalua prin folosirea formulelor Gauss-Cebéasev. Avantajul unui astfel de pro-
cedeu consta 1n izolarea comportarii singulare din capete in functia pondere.
Radéacinile si ponderile sunt (vezi si 1.2.1)

z; =cos[(2i —1)m/2N], A;=n/N, i=1n. (2.90)

Integrala pe [—1, 1] se evalueazi ca

A L I 27 F2N) (¢)
» \/T_ZQdZ_N;F(zZ-HW, ¢e(-1,1) (2.91)

unde ultimul termen este eroarea la integrare. Deoarece toate ponderile A; de la
formulele Gauss-Cebasev au aceeasi valoare, aceste formule necesita un numar de
operatii mai mic pentru atingerea unui anumit ordin de precizie, in comparatie
cu formulele Gauss-Legendre. De aceea, 1n situatii precum efectuarea unui mare
numar de integrale din interiorul unei bucle, se prefera utilizarea unei formule
Gauss-Cebagev.

Formule Gauss-Laguerre.

Un alt gen de comportare singulara apare la integrarea pe un interval semi-
infinit. Ponderea adecvata este In acest caz w(x) = exp(—z) si familia de
polinoame ortogonale indusa de aceasta functie pondere este cea a polinoamelor
Laguerre din 1.4.2. Formula de calcul este in acest caz

(V)2

o N
/0 ) d = 3 s )+ Gup Ve, ceO.) (29

cu radacinile si ponderile din tabelul 2.2.
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Tabelul 2.2: R&d&cinile x;, ponderile A; si eroarea la integrarea Gauss-Laguerre

Tabelul 2.3: Ridicinile z;, ponderile A; si eroarea la integrarea Gauss-Hermite

N T4

A;

0.58578 64376

2 | 341421 35623

8.53553 39059 E-1
1.46446 60941 E-1

0.41577 45568
3 2.29428 03603
6.28994 50829

7.11093 00993 E-1
2.78517 73357 E-1
1.03892 56502 E-2

0.32254 76896
1.74576 11012
4.53662 02969
9.39507 09123

6.03154 10434 E-1
3.57418 69244 E-1
3.88879 08515 E-2
5.39294 70556 E-1

0.26356 03197
1.41340 30591
5 3.59642 57710
7.08581 00058
12.64080 08443

5.21755 61058 E-1
3.98666 81108 E-1
7.59424 49682 E-2
3.61175 86799 E-3
2.33699 72386 E-5

1.22474 48714

2 | 0.70710 67812 8.86226 92545 E-1
3 0 1.18163 59006

2.95408 97515 E-1

0.52464 76233
1.65068 01239

8.04914 09001 E-1
8.13128 35447 E-2

0
5 0.95857 24646
2.02018 28705

9.45308 72048 E-1
3.93619 32315 E-1
1.99532 42059 E-2

Formule Gauss-Hermite.

In fine, pentru domeniile de integrare infinite se poate folosi ponderea w(z) =
exp(—x?) si polinoamele Hermite asociate. Formula de integrare numerica este

[ Z z) do = ZA f (@) 2N(§Nf) fEN©), €€ (-00,00) (293)

cu radacinile gi ponderile din tabelul 2.3

ExEMPLU. (Calculul lungimii de arc al unui sfert de elipsd) Punctele de pe o elipsa
satisfac ecuatia (x/a)? + (y/b)> = 1 si pot fi descrise parametric prin = acos®,
y = bsinf. Presupunem a > b. Lungimea de arc ceruta este

/2
:/dl:/\/dm2+dy2:/ Va2 sin? 6 + b% cos? 0 d6 . (2.94)
0
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Figura 2.2: Eroarea relativd € functie de pasul conventional h = 2/n la integrare
Gauss-Cebagev.

Prin substitutia z = cos @ se obtine

b/ VIFRZ / VIFRZ
-1

z, 2.95
1-— z2 1-— z2 ( )

unde k* = (a® — b*)/b? iar ultima egalitate s-a obtinut observand c# functia de sub
integrala este para. Integralele de tipul de mai sus se numesc integrale eliptice si
formeaza un capitol important al analizei matematice. Se observa ca am obtinut o
integrala de forma

dz =1, (2.96)

b
2 / aVI=22 2
in care apare ponderea Cebasev w(z) = 1/v/1 — z2. Pentru evaluarea integralei folosim
formula (2.91) cu coeficientii din (2.90). Pentru a = 5, b = 4 rezultd k = 3/4, iar sirul
de aproximatii succesive ale integralei ce se obtine marind ordinul formulei Gauss-
Cebagev utilizate este

Ordin 2 3 4 5 6 7

1 3.556041 3.544605 3.545250 3.545205 3.545209 3.545208 (2.97)

Teoria functiilor eliptice furnizeaza valoarea I = 3.54520849. Se observa convergenta
rapida catre valoarea de referinta. Este instructiv in acest sens graficul de convergenta
in coordonate logaritmice (fig. 2.2). Se observa pe acest grafic cum panta curbei scade
continuu, denotand o scidere a erorii mai rapidd decit cea polinomiald (pentru care
graficul ar fi fost o linie dreapta in coordonate logaritmice, vezi EXEMPLUL din 2.1.1
si fig. 2.1). O astfel de comportare a erorii se numeste spectrald si, in comparatie cu
comportarile erorii O(hk ) de la integrarea polinomului de interpolare, la o aproximare
spectrald avem ¢ = O(h°°). Ordinul infinit se interpreteaza in sensul ca eroarea scade
mai repede decat orice putere a lui h. In cazul de fata de exemplu intre n =2gin =3
eroarea a avut o comportare § = O(h%7) pe cand intre n = 16 i n = 17 comportarea
a fost § = O(h%%).
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2.2.3 Tehnici de atingere a unei precizii impuse

Pentru toate formulele de integrare prezentate anterior s-a determinat si o ex-
presie a erorii de integrare. Tipic, forma acestei expresii este

§=Cf®Enm, (2.98)

unde C' este o constanta. Sunt foarte rare insa aplicatiile in care derivata este
cunoscutd. Dupa cum s-a mentionat, partea importanta a expresiei (2.98) este
dependenta de pasul h. Intrebarea ce apare totdeauna Intr-o aplicatie este: cum
se poate stabili pasul h necesar atingerii unei precizii impuse €? Vom considera
acum cateva tehnici ce permit determinarea preciziei de integrare. O trasatura
importanta a tehnicilor considerate este ca ele pot fi aplicate impreuna cu oricare
dintre formulele de integrare considerate mai sus.

Reguli de integrare recursive.

Singura modalitate practica de verificare a convergentei aproximarilor numerice

ale unei integrale este repetarea calculelor cu un pas mai mic. O tehnica des

utilizata este injumétitirea pasului. Consideram intervalul [a,b] si o diviziune

echidistantd a sa in N parti egale. Pasul diviziunii este hy = (b — a)/N iar

nodurile sunt ng) = a+ jh, j = 0,N 3. Prin injumstatirea pasului obtinem
(N)

hony = (b—a)/2N, .Z‘§»2N) =a+jh,j =0,2N. Deoarece ng) =z; ,j=0,N,

rezulta yé?N) = ;N) unde y%N) = f(m(zi,N)), §N) = f(ng)). Deci valorile
functiei cunoscute din calculul efectuat cu pasul Ay pot fi refolosite in calculul
efectuat cu pasul hon. Noua aproximare a integralei se poate exprima recursiv

oA . . . s s . . (2N) .
utilizand vechea aproximare si valorile functiei f In noile noduri xgj +i, j =

0,2N — 1. Sa stabilim efectiv aceste reguli pentru doua dintre formulele cele
mai utilizate, cea a trapezelor (2.53) gi formula Simpson “1/3” (2.56).
Vom nota prin T'(hy) aproximarea integralei I obtinutad prin formula trape-

zelor (2.53) cu N intervale si prin T'(hon ) aproximarea obtinutd cu 2N intervale.
QT(hN)/hN §i QT(hQN)/hQN sunt

N N N N
y(() ) + 2?45 ) et 291(\/—)1 + yj(v )}
N 9y 2N 9y 2N oul2N oy 2N N)]

respectiv. Valorile egale au fost aliniate pe verticala. Tinand cont ca avem
hon = hn /2 se obtine

N
1
T'(han) = iT(hN) + han Zyg]ﬁ . (2.99)

j=1

3Datoritd operatiilor succesive de injumatatire este preferabils inceperii numerotarii nodu-
rilor de la 0.
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Formula trapezelor furnizeaza o regula recursiva deosebit de simpla datorita
faptului ca avem aceeasgi coeficienti numerici la formulele din etapele N si 2N.
Pentru alte formule, regulile recursive sunt mai complicate datorita alternantei
coeficientilor. Exemplificam modalitatea de abordare pentru formula Simpson
“1/3”. Vom nota prin S(hoy) suma din (2.56). Deoarece formula lucreaza
cu un numar par de intervale, vom face trecerea de la etapa 2N la etapa 4N.
Coeficientii asociati valorilor nodale sunt reprezentati grafic pe schema de mai
jos.

Valorile functiei ce trebuiesc calculate in etapa 4N sunt cele de indice im-
par. Pentru cele de indice par se pot refolosi rezultatele etapei 2N. Datorita
alternantei coeficientilor este convenabil si separdm suma S(hoy) In suma com-
ponentelor pare si a celor impare

S(hZN) = Spar(hZN) + Simpar(hQN) s (2100)
h
Spar(han) = 225 [y + 298 + L+ 20 50 @10y
g o) — dhan T @N) | (2N) (2N) (2N)
impar( 2N) = T |:y1 + Y3 +...+y2N73+y2N71} . (2102)

Regula recursiva de trecere la noua etapa este

1 1
Spar(han) = 5Spar(han) + 7 Simpar (h2n), (2.103)
S(h4N) = Spar(h4N)+Simpar(h4N)~ (2.104)

Regulile recursive se folosesc in cadrul unei bucle de verificare a convergentei
aproximadrilor. Exemplificim, pentru regula recursiva Simpson “1/3”, in algo-
ritmul de mai jos. In urma aplicarii algoritmului, se obtine un sir de aproximatii
ale integralei Sy, S5, ..., Sy calculate cu 21,22, ..., 2M subintervale.

M~1 N2 h<(b—a)/2

Spar < h(f(a) + f(b))/3,  Simpar < 4hf(a+h)/3
Sl A Spar + Simpar
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repeta
[ N« 2N, M« M+1, doih« h, h+ h/2
Spar — par/2 + Simpar/4
r—a+h, Simpar —0
k=1:2:N
Simpar — Dimpar + f(l‘)
x «— x + doih
Simpar — 4hSimpar/3
SM — Spar + Simpar
pana cand [Sar— Sn—1] <e|Sum|+es sau M > Mpax

(2.105)

Conditia de oprire a iteratiei este cea de atingere a unei erori relative impuse ¢
|(SM*SM_1)/SM|§€, (2.106)

transcrisa convenabil pentru a permite si Sy = 0% (sau foarte mic). In plus, se
impune un numar maximal de subdivizari My, ce nu trebuie depasit.

Extrapolarea Richardson.

Sunt multe situatii in care evaluarea functiei f este costisitoare gi este de dorit
obtinerea unei precizii sporite cu un numar minim de evaluéri ale functiei. Vom
considera acum un procedeu de imbunatatire a aproximatiilor ce se bazeaza pe
cunoagterea formei erorii de integrare (2.98). Consideram mai intai aproximarea
prin formula trapezelor. Valoarea exacta a integralei este

I=T(h)+ Cf@(e)n?. (2.107)
Injumsititind pasul avem
I=T(h/2)+CfP(&)h?/4, (2.108)

cu & # & in general. Dacil se poate presupune insa ci f(2)(£;) = £ (£)° se
poate elimina C () (&1) din cele doud ecuatii de mai sus si obtine

I>2T(h/2)+[T(h/2) —T(h)]/3. (2.109)
Tipic, noua aproximare este de un ordin de precizie mai ridicat
I =T(h/2)+ [T(h/2) —T(h)]/3+ O(h*), (2.110)
cu k > 2. Acelagi procedeu aplicat pentru formula Simpson, la care avem
I=5S(h)+CfHE)n*, (2.111)
conduce la
I=2S(h/2) +[S(h/2) — S(h)] /15 + O(hF), k> 4. (2.112)
4eg este denumit coeficient de siguranti si permite oprirea iteratiilor si cand Sp; = 0.

Uzual se ia g = € si conditia de oprire a iteratiilor se scrie |Spr — Sar—1] < e(1+ |Sar])-
5Presupunerea f(2) (&) = f(2)(£&;) implick fie ci £ nu difers de & fie c& f(2)(z) nu are
variatii importante pe intervalul considerat.
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Algoritmul Romberg.

Punctul slab al tehnicii de mai sus este presupunerea f)(¢;) 2 f()(&;). Existi
insd o cale de a justifica acest pas pentru functii netede, f € C*™[a,b]. Punctul

de pornire il constituie formula Euler-MacLaurin®
1 m—1
F F(1
/ F(t)dt = w + Z Aoy, {F(Qk_l)(o) _ F(Qk—l)(l)] _ Asz(Qm)(fo),
0 k=1

cuép € [0,1] si Agi constante numerice. Aplicam formula pentru F'(t) = f(z; +
th) si obtinem

/xj+1 f@)de = h{f(z;) ‘;f(ijrl)] + nff Agph2" {f(%—l)(xj) — f(2k—1)(xj+1)
2, k=1

_A2mh2m+1 f(2m) (51) ]

Prin sumarea Z i 0 , se obtine

2V -1 m—1
/b fa)ds = Z h[f(ﬂl‘])_;f(xj-i-l n ZA%hzk [f(Qk D(a) — £ (p)
¢ j=0 k=1

— Ao (b — a)R?™ ) (¢) .

Prima suma este chiar aproximarea prin formula trapezelor T'(h), astfel incat
avem

I—/ fx T(h) + axh® + ash® + ...+ ag B> fP™(€) . (2.113)

De data aceasta, observam ca s-a obtinut un coeficient as al primului ter-
men din eroare, ce este constant. Ca atare, extrapolarea Richardson este justi-
ficata. De fapt procedeul de extrapolare poate fi repetat de m — 1 ori. Aceasta
combinatie dintre regula trapezelor recursiva si extrapolare Richardson este cu-
noscutd ca metoda Romberg. Fie R(n, m) estimarea integralei obtinuta cu 2™ su-
bintervale si m etape de extrapolare Richardson. Avem R(n,0) = T((b—a)/2™)

i

R(n,m) = R(n,m —1)+ [R(n,m—1)—R(n—1,m—1)] . (2.114)

4m — 1
In scrierea programelor de calcul, este recomandati utilizarea formei de mai sus
in care se adaugd o corectie R(n,m—1)— R(n—1,m —1), la o aproximatie deja
efectuata R(n,m — 1), spre deosebire de forma
4m 1
Ty lR(n,m— 1) — 1

R(n,m) = Rn—1,m—1). (2.115)

SFormula rezulta din integrarea prm parp repetata si alegerea convenabild a constantelor
de integrare: folF(t)dt:[(t—— ] —fo t—HF@)dt=...
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Calculul se organizeaza convenabil intr-un tabel

R(0,0)

R(1,0) R(1,1)

R(2,0) R(2,1) R(22) (2.116)
ce se parcurge in sensul umplerii triunghiurilor inferioare: R(0,0), R(1,0), R(1,1),
R(2,0), R(2,1), R(2,2), ... . Noi evaluari ale functiei f sunt necesare doar pen-
tru prima coloana ce contine R(0,0), R(1,0), ... . Algoritmul este

n<—0;, h—b—a N1
R(0,0) < h(f(a) + f(b))/2
repeta
[ nen+1; N—2N; doih < h; h« h/2
R(n,0)=0; z<—a+h
k=1:2:N
R(n,0) — R(n,0) + f(x)
T «— x + doth
R(n,0) — R(n —1,0)/24 h R(n,0)
AtinsPrecizie — fals; m «— 0; putered «— 1
repeta
putered «— 4dputered; m —m+1
dif —« R(n,m—1)—R(n—1,m—1)
R(n,m) «— R(n,m — 1) + dif / (putered — 1)
AtinsPrecizie — |R(n,m) — R(n,m — 1)| < e (1 +|R(n,m — 1)|)
| pana cand m > n sau AtinsPrecizie
pana cand AtinsPrecizie sau n > Npax -

Partea cea mai sensibila a algoritmului este stabilirea unei conditii de oprire.
Cea de mai sus este simpld dar functioneaza bine doar pentru functii netede.
In aplicatii ale procedeului trebuie atent esantionata functia de sub integrala
pentru a determina prezenta unor singularitati sau zone de variatii rapide ce ar
impiedica ameliorarea aproximatiilor prin extrapolarea Richardson.

Integrarea adaptiva.

Pe langa atingerea unei precizii impuse, in practica, se doregte atingerea acestei
precizii cu un numdar minim de evaluari ale functiei f. Algoritmii considerati
pana acum prezinta dezavantajul ca realizeaza o diviziune a intregului interval
de integrare. Ori, este adesea cazul ca subdivizarea este necesara numai pe zone
restranse, de variatie mai rapida a functiei f (fig. 2.3). Strategia adecvata este
de verificare a indeplinirii unei conditii de eroare pe fiecare subinterval in parte
si de subdivizare numai a acelor subintervale pe care aceasta conditie nu este
indeplinita.
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Algoritmul poate fi exprimat elegant sub forma recursiva. Fie F' o formula
de integrare pe care o vom aplica pentru a calcula f: f(x) dz, cu eroarea relativa
e. Notam prin P(F,a,b,y,,yp,€) functia de integrare adaptiva. S-au introdus
ca argumente si y, = f(a), yp» = f(b), pentru a se putea refolosi evaludrile de
functie In capetele intervalului, atunci cand se face o subdivizare. Algoritmul
este

P(Fa a, b, ya7yb7€)

Iab — F(avbv ya,yb)

c—(a+b)/2, ye f(o)

Ioe — F(CL7C, yaayc>7 Iy — F(C, b, yc>yb)

Inou — Iac + ch (2117)
dacd Loy — Lap| < (1 + [Tnou]) atunci P« I,y

altfel P «— P(F,a,¢,Ya,Ye,€) + P(F,¢,b,Ye, Yn, €)

Pentru intervalul [a, b], se efectueazd doud evaludri ale integralei, folosind for-
mula F'. Prima I, utilizeaza tot intervalul, cealalta I,,,, utilizeaza o divizare in
doua a intervalului. Daca, intre cele doud evaluari conditia de eroarea relativa
este Indeplinita, se accepta evaluarea mai precisa I,.,. Altfel se repeta aplica-
rea procedeului pe cele doud subintervale [a, ¢], [¢, b]. Procedeul se zice recursiv
deoarece functia P se autoapeleaza.

Integrarea adaptiva poate fi cuplata cu oricare dintre formulele de integrare
prezentate anterior. Pentru formula Simpson “1/3” avem

F(a’vbv ya7yb)
h<_<b_a’)/27 ym‘_f(a+h)
2.11
F R (Ya + 4Yym + y6)/3 ’ (2.118)
iar pentru formula Gauss-Legendre de ordinul IIT (vezi tabel 2.1):
F(a,0,9a, )
212—\/3/5, ZQZO, 23 = 3/5
A1 =5/9, Ay =8/9, A3=5/9
m<—(b—a)/2, n«— (a+b)/2 (2.119)
j=1:3
Tj=mz;+n
Fr—m(Ayf(z1) + A2 f(z2) + Asf(23))
EXEMPLU 1. Consideram integrala
10 1 1
I= /0 f@de, f@) = =00 T o3z 004 (2.120)

ce se poate evalua analitic, I = 45.54044. Ne propunem sa comparam diversele metode
de integrare pe acest caz. Impunem atingerea unei erori relative de e = 107% (6 cifre
semnificative exacte). Prin regulile recursive, pentru formula trapezelor si formula
Simpson “1/3”, se obtin rezultatele din tabelul urméator.
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Figura 2.3: O functie cu variatii rapide in jurul absciselor x = 1, £ = 3 si lente in
rest. Sunt figurate pe axa absciselor si pe graficul functiei nodurile folosite la integrarea

adaptiva cu formula Simpson “1/3”.

M | trapeze | Simpson “1/3” | M | trapeze | Simpson “1/3”
1 4.38356 14.67353 7 | 45.54563 45.53835

2 12.10104 30.84147 8 45.54017 45.54044

3 26.15636 32.09992 9 45.54037 45.54044

4 | 30.61403 51.99130 10 | 45.54042

5 | 46.64699 43.96342 11 | 45.54043

(2.121)

cu 2049 de apeluri ale functiei f pentru formula trapezelor gi 1025 pentru formula
Simpson pana la atingerea erorii impuse.

Aplicam acum extrapolarea Richardson asupra rezultatelor de la metoda trapezelor
(metoda Romberg). Se obtine tabelul de mai jos.

n@®m 0 1 2 4

0 5.667271

1 4.383564 3.955662

2 12.101037 | 14.673528 | 15.388053

3 26.156360 | 30.841468 | 31.919330 | 32.181731

4 30.614030 | 32.099919 | 32.183816 | 32.188014 | 32.188039

(2.122)

Algoritmul se opreste la n = 4, m = 4, deoarece corectia adusd de extrapolare este

mica, lasand primele 6 cifre semnificative nemodificate.

Dar rezultatul este foarte

departe de cel exact si de fapt nu avem nici o cifrd semnficativa corectd. Functia f

prezinta doua puncte de variatie foarte rapida, la x = 1gi x = 3. Acestea apar ca niste

singularitati daca rata de egantionare a functiei f nu este suficient de fina.
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In fine, comparam diversele formule de integrare in interiorul procedurii adaptive
P(F,a,b,ya,ys,€). Se obtin rezultatele

Formuld | Trapeze | Simpson “1/3” GL II GL III GL IV
1 45.5419 45.5405 45.5404 | 45.5405 | 45.5404 (2.123)
evaluari f 839 557 877 573 485

unde prin GLn s-a notat formula Gauss-Legendre de ordinul n. Procedeul adap-
tiv determina In general corect cele 6 cifre semnificative cerute. Exceptie face doar
metoda trapezelor. Nesatisfacerea preciziei in acest caz este rezultatul conditiei de
oprire a iteratiilor. S-a presupus necunoscuta valoarea exacta i s-au comparat doud
aproximatii succesive pentru a se estima eroarea. In termenii din capitolul 1 s-a aplicat
criteriul de convergenta pentru siruri Cauchy. Criteriul este insa strict valabil doar
cand n — oco. Exemplul de aici ne arata pericolul identificarii aproprierii dintre doua
aproximatii cu aproprierea aproximatiilor de solutia exacta. Pentru a preveni o esti-
mare eronata a preciziei cu care s-a determinat un rezultat trebuie impusa o conditie
de eroare mai stricta decat cea dorita efectiv in rezultatul final. Reficand calculul cu
€ = 107" se obtine I = 45.5407 pentru metoda trapezelor cu 1801 evaluri ale functiei
f.

Numarul de evaluari de functie scade cu cresterea ordinului de integrare. Cagtigul
devine din ce in ce mai mic insd. Diferenta de numar de evaludri intre Simpson “1/3” si
GLII ce sunt procedee cu comportari comparabile ale erorii provine de la posibilitatea
reutilizarii nodurilor in formula Simpson. La formulele Gauss-Legendre modificarea
intervalului conduce si la modificarea pozitiei nodurilor.

Prin comparatie cu regula recursiva Simpson se observa reducerea semnificativa a
numarului de evaluari ale functiei f in cazul procedurii adaptive ce utilizeaza formula
Simpson “1/3”. Nodurile folosite pentru atingerea unei erori relative de ¢ = 10~2 sunt
reprezentate in fig. 2.3. Se observa indesirea nodurilor in zonele de variatie rapida
a functiei. Pentru obtinerea aceleasi precizii regula recursiva Simpson Imparte tot
intervalul cu aceesi finete rezultand multe evaluari ale functiei inutile, in zonele de
variatie lenta.

EXEMPLUL 2. Fie acum integrala

1 1
@—12+1  (@—-32+4

I:/O f@)dz, f(z)= (2.124)

ce are valoarea exacta I = 3.38318. Functia este asemanatoare celei din exemplu
precedent dar are un aspect mult mai neted. Procedeul Romberg furnizeaza tabelul:

0 1 2 3 4 5
3.039931
2.439083 | 2.238800
2.737904 | 2.837511 | 2.877425
3.326170 | 3.522259 | 3.567908 | 3.578868
3.365313 | 3.378361 | 3.368768 | 3.365607 | 3.364771
3.378763 | 3.383246 | 3.383572 | 3.383807 | 3.383878 | 3.383897
3.382077 | 3.383182 | 3.383178 | 3.383172 | 3.383169

3

@UT»&OJ[\D»—'OS
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Valoarea la care s-a indeplinit conditia de eroare este I = 3.38317 dupa 65 de evaluari
ale functiei f. Functia fiind neteda extrapolarea Richardson functioneaza corect obtinandu-
se si un efort de calcul mult inferior celor 1025 de evaluari de functie necesare atingerii
aceleasi precizii prin regula trapezelor recursiva (de 16 ori mai putine calcule!).
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Capitolul 3

Rezolvarea ecuatiilor
neliniare

Vom aborda, la inceput problema gasirii radacinilor reale ale unei functii
F(z), definitd pe un interval [a, b], adicd a valorilor variabilei 2 pentru care are
loc relatia

F(z)=0, =z¢€]a,b] (3.1)

Daca F(x) este o functie liniard problema este banala si admite o solutie ana-
liticd. Ca atare vom presupune ci F(z) este neliniard, caz in care problema
devine dificila datoritd absentei vreunei teoreme matematice ce si furnizeze
numarul radacinilor sau vecinatatile in care acestea se afla in cazul general.
De aceea o primd etapa in rezolvarea ecuatiei (3.1) este cautarea rdddcinilor
pentru care se folosesc rezultate din analiza matematica, precum teorema lui
Rolle, sau egantionarea functiei F'(x). Dupa determinarea intervalelor pe care
se afla radacini se trece la restrangerea acestor intervale, proces cunoscut si sub
denumirea de localizare a radacinilor. Localizarea radacinilor se efectueaza de
regula prin procedee sigure dar nu deosebit de eficiente. Pentru a obtine rapid
o precizie ridicata a aproximatiei unei radacini se efectueaza o ultima etapa de
rafinare a radacinilor.

Uzual, procedeele de rezolvare a ecuatiei (3.1) furnizeaza un gir de aproximatii
{Zn}nen ce tinde ctre o radacing a. In analiza acestor procedee este util sa se
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stabileasca o modalitate de cuantificare a rapiditatii cu care sirul tinde catre li-
mitd. Spunem ca girul {2, }nen converge liniar citre a daci existd ¢ < 1, N € N
astfel Incat

|Tpt1 — | <clz, —al, n>N. (3.2)
Sirul {x, }nen converge patratic citre o daca existd C, N astfel incét
|Zpt1 — al SC'\chn—a|27 n>N. (3.3)

Analog se pot defini ordine de convergenta superioare, existand insa, un numar
mic de algoritmi ce au ordine de convergenta mai mari de 2. Multe metode
prezinta un ordin de convergenta intermediar intre cel liniar si cel patratic.
Spunem c& girul {x, }nen converge superliniar citre o daci existda N si un alt
sir {en tnen cu lim, o £, = 0 astfel incat

|Zn+1 —a| < len||xn —al, n>N (3.4)

Ordinul de convergenta va indica numaéarul de iteratii ce trebuiesc efectuate
pentru a atinge o anumita precizie. Metodele cu ordin de convergenta mai
ridicat tind s& efectueze mai multe operatii aritmetice pe iteratie. De aceea este
necesara gi o cuantificare a efortului de calcul intr-o iteratie pentru a avea o
estimare realista a timpului de calcul. Uzual, unitatea de lucru adoptata este
numarul de evaludri ale functiei F'(x) intr-o iteratie.

3.1 Metoda injumatatirii intervalelor

Metoda este exemplul clasic de un procedeu de localizare. Vom presupune ca
din etapa de cdutare s-a determinat un interval [a, b] pentru care F'(a)F(b) < 0,
ceea ce denotd existenta a cel putin unei radacini (eventual un numéar impar) in
acest interval. Metoda injumatatirii imparte intervalul in doua parti egale prin
punctul

c=(a+b)/2. (3.5)

Daca F(c) = 0, atunci ¢ este o radacind. Dacd F(c) # 0, se calculeazi semnul
produsului F(a)F(c). Daca acesta este negativ, F(a)F(c) < 0, atunci radacina
se afla in intervalul [a, ¢], altfel radicina se afld in [¢,b]. Calculele se reiau pe
noul subinterval.

Metoda este simpla si necesita doar o evaluare de functie per iteratie. Con-
vergenta este insd doar liniard (¢ = 1/2 in 3.2), algoritmul efectuand tipic un
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mare numar de iteratii. Algoritmul este

F,«— F(a); F,— F((); m«0;, e—b—a
repeta
e«—0.5¢e; c—a+e F,=F(c)
dacd semn(F;,) = semn(F,) atunci
[b—c; Fy<— F, (3.6)
altfel
la ¢ F,« Fe
m <« m+1
pana cand m > Mpax sau |b—a| < d sau |Fg| <e

Se poate observa utilizarea a unui cumul de trei conditii de oprire: depasirea
numarului maxim de iteratii, restrangerea intervalului sub un prag ales ¢, sau
obtinerea unei valori a functiei mai mici decat numarul mic e. In algoritm
valoarea c este actualizata prin adagarea unei mici corectii e, spre deosebire de
transcrierea directd a formulei (3.5). Aceasta conduce tipic la un control mai
bun al erorilor numerice pe parcursul iteratiilor.

3.2 Procedee iterative

.....

indicata atunci cand se doregte o precizie ridicatd (un numdr mare de cifre
semnificative exacte). De obicei, metoda injumatatirii intervalului serveste pen-
tru stabilirea intervalului pe care exista o radacina reala, dupa care se aplica
procedee care converg mai rapid.

3.2.1 [Iteratia simpla
Se scrie ecuatia (3.1) sub forma
Fz)=2—- f(z) =0, (3.7)

unde f(z) se numesgte functie iteratd, iar [a,b] este un interval pe care stim
cd existd o radicind x = « (separatd, spre exemplu, cu metoda injumatagirii
intervalelor). Prin urmare

Fla)=a— f(a) =0, «a€(a,b). (3.8)
Se construieste urmatorul sir, in mod recurent,
Tpp1 = flzr), k=0,1,2,... . (3.9)

Vom cauta sd stabilim in ce conditii sirul (3.9) converge spre valorea «, plecand
de la un punct arbitrar g € (a,b). In acest scop, vom calcula distanta la
radacina

|Tre1 — o = |f(zr) = f(@)| = [ ()l lex —al, €€ (zr,0). (3.10)
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Am tinut seama ci « este radacind, si am folosit formula cresterilor finite (La-
grange) presupunand cid f(z) este derivabild pe intervalul (a,b). Notand cu m
cea mai mare valoare a modulului derivatei f/(z)

m= sup |f'@), (3.11)
z€(a,b)
din (3.10) se obtine
|Zpt1 —al <mlzp — o . (3.12)

Rezulta ca, pentru ca girul x4, sa aiba ca limita pe « este suficient ca
m<1, (3.13)

convergenta procedeului fiind liniard. Conditia (3.13) este si necesard daca
dorim ca sirul (3.9) s& convearga spre «, oricare ar fi punctul de plecare z .
Astfel, valorile derivatei, in modul, trebuie sa fie subunitare intr-o vecinatate a
radacinii ¢, inclusd in intervalul pe care cautdm radacina. Sirul (3.9) defineste
un procedeu de determinare a unei radacini reale denumit iteratie simpld. Forma
(3.7) a ecuatiei are o interpretare geometrica simpla, ilustratd in fig. 3.1. Se
observa ci, radacinile reale, dacé exista, se gisesc la intersectia functiei y = f(x)
cu prima bisectoare. Plecand dintr-un punct xg, este accesibild doar radacina
x = ag In vecinatatea céreia |f'(x)] < 1. Pe de alta parte |f/(zo)| > 1 deci
conditia (3.13) nu este intodeauna necesara. Pentru oprirea iteratiilor un criteriu
simplu este ca distanta intre doua aproximatii succesive sa fie suficient de mica.
Fie € precizia dorita si n + 1 rangul ultimei iteratii astfel incat

[Tpa1 — 2] <e. (3.14)

Mai departe, se obtine succesiv
|xn+l - xn| = |f(xn) - xnl = ‘F(xn” = |F(xn) - F(a)l = (315)
20 = ol [F'(&)] = |on — ol [1 = f'(&)] = |on — af[1 —m] (3.16)

Tindnd, mai departe cont de (vezi si 3.10)
|1 — o) <m|a, —af, |z, —al <me/(1—m) (3.17)

rezulta ca distanta la radacina ultimei valori calculate, x,1 satisface inegalita-
tea

|Tpt1 — o] <em/(1—m). (3.18)

In consecinta, daca panta m este foarte apropiatda de unitate, distanta la
radacina poate fi de alt ordin de marime decat ¢ ales. In particular, daca nu
s-a verificat conditia de existentd a radacinii, s-ar putea ca aceasta sa nici nu
existe (fig. 3.1). De aceea, in programul de calcul, se recomanda testarea valorii

[ ()].
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Figura 3.1: (a) Exemplu de convergentd a iteratiei simple. (b) Exemplu de divergenta
a iteratiei simple.

3.2.2 Metoda Newton-Raphson

Conditia (3.13) este destul de restrictivd, anumite radédcini neputand fi atinse
(cum ar fi radécina corespunzéitoare punctului A din fig. 3.1). De aceea, ne
propunem construirea unui alt gir iterativ ce sa tinda spre radécina z = «,

Tk41 :xk+ﬁ(f(xk)_xk)7 k:071723"' ) (319)

unde s-a introdus parametrul de ajustare 5. Evident, pentru 8 = 1 se obtine
iteratia simpla. Pe de alta parte, distanta la radacina este

[Thr1 —al <o —a+ B (f(zr) — fla) + o —ai)| = (3.20)

[z = L= B 1= f(&)], & € (zr ). (3.21)
Pentru a realiza convergenta sirului (4.15) este suficient s& avem
1-B(1-f(2) <1, x€(ab) (3.22)

pe intervalul unde ciutam radacina. Se observa ca am inlocuit & cu z, deoarece
&k este, in general, necunoscut. In particular, daca am cunoagte &, luand

B=1/[1-f (&) (3.23)

am avea Tpy1 = «, adica radacina ar fi determinata.
Pentru & = xg, din (3.23) si (3.19), se obtine formula iterativi Newton-
Raphson

Th+1 :xk—F(xk)/F’(xk), kZO,l,... s F/(Ik) 750, (3.24)
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ale carei conditii de convergenta le vom preciza mai jos. Din punct de ve-
dere geometric, procedeul iterativ (3.24) corespunde apropierii de radacina prin
punctele de intersectie ale tangentelor duse la curba F(z) in punctele (2, F(xy))
(fig. 3.2). Altfel spus, urméitoarea aproximatie a radicinii zx.1 este data de
radacina unei liniarizari a functiei F'(x). Aceeasi idee, de aproximare locala
liniara, rezulta si pe cale analiticd din formula lui Taylor

F(z) = F(zk) + (x — o) F'(x) + (@ — 26)°F" (&) /2, & € (z,2x). (3.25)
Aproximarea liniard a functiei F(z) va fi
L(z) = F(xg) + (x — ) F'(z1) , (3.26)

ce are radacina data de formula (3.24).
Stabilim acum conditiile de convergenta a metodei Newton-Raphson. Pentru
x = a, din (3.25) rezulta

0= F(xy) + (o — 2)F' (1) + (o — 2) 2 F" (&) /2. (3.27)
sau, considerand F’(zy) diferit de zero,

F(zy) (2 — a)?

F'(zr) - 2F (z1) F" (&) - (3.28)

Q=T —

Scazand relatiile (3.24) si (3.28) se obtine distanta la radécind in aproximatia
kE+1

241 — o] = (2p — @) [F" (&) /F'(xx)] /2 < M(2r — )?, (329)
unde am notat cu M marginea

M= sup [|F"(2")/F'(2")|, F'(2')#0. (3.30)

z’,x" €(a,b)

Relatia (3.29) arata ca de la o etapa k la o etapa k+1 distanta scade aproximativ
cu patratul distantei la radacina din etapa precedenta, adicd metoda Newton-
Raphson are o vitezd de convergentd pdatraticd, superioara aproximatiei simple.
Efortul de calcul este de doua unitati de lucru deoarece la fiecare iteratie se
evalueaza atat functia cat si derivata acesteia. Astfel, notand cu zg punctul de
start, se obtine

1 ok+1
(a1 —a £ M [M(wo — ) (3.31)

In consecinta, o conditie suficientd de convergenta este
Mlzo—a| < 1. (3.32)

Daca M este finit, conditia (3.32) este satisficuta intotdeauna dacda plecam su-
ficient de aproape de raddcina. Alta conditie de convergenta pentru metoda
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Figura 3.2: Reprezentarea geometrica a iteratiilor din metoda Newton-Raphson (a)
si secantei (b).

Newton-Raphson este urmatoarea: metoda converge intotdeauna dacd in ve-
cindtatea raddcinii derivatele F'(x) si F"(x) pdstreazd un semn constant.

Daca s-a stabilit ca intervalul pe care se giaseste ridacina este (a, b), se poate
pleca cu aproximatia initiala

20 = (a+0)/2. (3.33)

Se recomanda ca in orice etapa sa controlam intre ce valori se gaseste radacina,
tangenta putdnd fi dusd dintr-un capat al intervalului sau din celdlalt (daca
noua valoare calculatd cu (3.24) iese in afara intervalului in care se gaseste
radacina). Daca se iese din interval indiferent de capatul unde se duce tangenta,
se recomanda o noua injumatatire a intervalului.

3.2.3 Metoda secantei

Metoda Newton-Raphson prezinta dezavantajul necesitatii cunoagterii derivatei
functiei F(z). Putem insa inlocui linearizarea ce folosegte tangenta la graficul
functiei cu cea ce folosegte secanta construitd cu doud iteratii succesive (fig.
3.2). Formula de iterare este

Tp1 = Tk — (vp — Tp—1) F(ar)/ [F(wg) — F(2p-1)] (3.34)

ceea ce revine la a inlocui
Fl(zy) 2 [F(ag) — For-1)] / (o6 — 26-1) (3.35)

in (3.24), adicd o aproximare cu diferente finite a derivatei. Pentru pornirea
metodei este nevoie de doua valori xg, 1. Uzual, daca se cunoaste intervalul
[a, b] pe care se afli o radéacina, se ia zg = a, 1 = b. In acest caz metoda poate
fi interpretata ca o imbunatatire a metodei injumatatirii intervalului prin faptul
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cd imparte intervalul [a,b] In segmente proportionale, dintre care cel mai mic
contine radacina (fig. 3.3).
In vederea analizei convergentei metodei notam Fy, = F(zy) §i ex = xx — a,
eroarea in iteratia k. Avem
(xg — Tp—1) Fi _ Frep 1 — Fy_1eg

o Ca= . (336
Chl = Thid T A= T Fp —Fr_ “ Fp—Fp (8:36)

Dand factor comun fortat pe egeg_1 si inserand raportul unitar (xp—zr—_1)/(xr—
Zk—1) se obtine

€k4+1 = €rCE_1 {;Z :?Z—j {Fk/e;k__F;k_ll/ekl (3.37)
Dezvoltarea in serie Taylor in jurul radacinii o
F(x) = Fla+er) = F(a) +epF'(a) + e (a)/2 + O(e}) (3.38)
conduce la
Fi./er, = F'(a) + ex F"(a)/2 + O(e}) . (3.39)
Inlocuind in (3.37) se obtine relatia de recurenta in erori
ert1 X [F"(a)/2F ()] - exer—1, (3.40)

asemanatoare relatiei (3.29) de la procedeul Newton-Raphson. In deducerea
relatiei (3.40) s-a inlocuit aproximarea prin diferente finite a derivatei cu F'(«).
Relatia sugereaza un ordin de convergenta mai mare decat liniar dar sub cel
patratic

lex+1] = A |6k|p . (3.41)

Avem |ey| = Ale—1|" de unde |ej_1| = (A7} |ek|)1/p. Inlocuind in (3.40) vom
obtine

2AP|F! ()] / [F" ()] = o] TP (3.42)

Membrul stang este in general finit pe cand in membrul drept e, — 0. Singura
posibilitate ca relatia sa ramana valabila pe masura ce k creste este ca

1-p+1/p=0 (3.43)

ceea conduce la p = (1 ++/5)/2 = 1.62, ordinul de convergenta al metodei
secantei. Valoarea obtinuta ar indica o convergenta mai lenta decat metoda
Newton-Raphson. insé, in fiecare iteratie metoda secantei efectueaza o singura
evaluare a functiei F'. Pentru doud iteratii ale metodei secantei (pentru a avea
acelasi efort de calcul ca gi metoda Newton-Raphson), ordinul de convergenta ar
fi p? = 2.62, metoda secantei fiind mai rapida decat metoda Newton-Raphson.
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Figura 3.3: (a) Metoda secantei restrange intervalul pe care se afld rad&cina la (z2, z1),
mai mic decat intervalul (c,b) furnizat de metoda injumatétirii. (b) Metoda parabo-
lelor tangente restrange rapid, din ambele capete, intervalul pe care se afla radacina
de la (ao, bo) la (a1,b1).

3.2.4 Metoda parabolelor tangente

In cadrul metodei Newton-Raphson procesul iterativ se bazeaza pe aproxima-
rea liniard locala a functiei F(z). Imediat este sugeratd ideea construirii unei
metode mai rapid convergente prin folosirea unei aproximari locale mai exacte,
de exemplu prin parabole. O parabold ce aproximeazi local functia F(z) s-ar
putea obtine din trunchierea dezvoltarii in serie Taylor

F(x) 2 F(xg) + (v — xp) F'(21) + (x — 21)° F" (&) /2. (3.44)

Aparitia derivatei de ordinul doi este dezavantajoasa insa, datorita pierderii de
precizie.

Mai convenabil este sa se construiasca o parabola ce folosegte informatii din
doua puncte ale functiei. Daca acestea se aleg ca fiind capetele intervalului [a, b]
pe care stim ci se afld o radacina se obtine o metoda foarte rapid convergenti!.
Vom construi doud parabole care trec prin (a, F'(a)), (b, F(b)), una fiind tangenta
la F(z) in x = a, cealalti fiind tangentd la F(z) iIn x = b(fig. 3.3). Se consi-
dera cd F(x) are derivate continui pana la ordinul 3 inclusiv (F(x) € C3[a, b]).
Parabolele se exprima ca polinoamele de gradul doi p;(z), i € {1,2}, de forma

Coeficientii A;, B;,C;, i € {1,2}, sunt determinati din conditiile

pila) = Fla), pi(b)=F (), pi(a)=F'(a). (3.46)
p2(a) = Fla), pa(b) =F(b), ps(b)=F'(b). (3.47)

IMetoda a fost elaborats de prof. M. Blumenfeld, 1977.
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Notand cu d; abaterea polinomului p;(x) fata de functia F(z), §;(z) = F(z)—
p;i(x), se obtin relatiile

0i(x) = (z = a)?6{(&1)/2, G2(x) = (z = 0)*65(&2)/2, (3.48)

cué € (a,x), & € (z,b). Daca derivata )" (x) = F""'(x) este diferita de zero pe
(a,b), rezultd ci derivatele /' (z) sunt monotone pe (a,b) si se pot anula in cel
mult un punct. Sa consideram, spre exemplu, abaterea d;(x). Deoarece §;(b) =
0, rezultd ca &7 (&1p) = 0, adicd §7 = 0 pentru valoarea &, care corespunde
lui z = b. In mod similar se obtine o singurd valoare &, care anuleaza pe d75.
Tinand cont de (3.48), se deduc inegalitatile

F"(x)61(z) <0, F"(x)é2(x) >0, (3.49)
pentru F"'(z) # 0 de unde rezultd ci pentru z € (a,b)

In consecinti, daci derivata F"(x) nu se anuleaza pe (a,b), F(z) se giseste
intre cele doua parabole tangente definite de (3.46,3.47).
Solutia ecuatiei p; () = 0, care se gaseste in intervalul (a,b) este

2o = a+2l(b— a)/ [\/kQ TAk+1) - k} L K24 4i(k+1)>0, (351

k=(b-a)F'(a)/[F(a)— F()], = F(a)/[F(a)— F(b)]. (3.52)

La aplicarea algoritmului, se utilizeaza o singura formula, schimband capatul

de tangenta, pentru a obtine un sir care converge spre radacind cu valori din

ambele parti (in masura in care F"’(x) pastreaza un semn constant).
EXEMPLUL 1. S& se gaseasca radacinile reale ale ecuatiei

Flz)=z—Inlz|-12=0 (3.53)
situate in intervalul (—1, 2).

Rezolvare. Pentru etapa initiala de cautare folosim sirul lui Rolle sintetizat in
urmatorul tabel

T —1 0 1 2
F(x) |22 | /| 400|400 | \, | -0.2 | /| 0.107
F'(z) 2 + | oo | —00 | - 0 + 0.5
F'(x) | + | + | +oo|+o0 + +

Se deduce prezenta a trei rad&cini, cite una in fiecare din intervalele (—1,0), (0,1),
(1,2). E preferabil si se evite singularitatea din = 0, ludnd primele doud inter-
vale ca (—1,—¢), (&,1) cu € apropriat de zero si care pistreazi semnul functiei F.
Cum F(—0.1) = 1.00259 > 0 si F(—0.1) = 1.20259 > 0, vom considera intervalele
(=1,-0.1), (0.1,1) si (1,2). Am incheiat etapa de ciutare a radicinilor. Trecem
la restrangerea intervalelor sau localizarea acestora. Pentru aceasta etapa utilizam
injumatatirea intervalelor. Nu se recomandéa efectuarea unui mare numar de iteratii.
Patru iteratii ale metodei conduc la intervalele precizate in tabelul urmator pentru
prima radacina
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ak Ck b f(ak) f(ck) f (k)
-1.000000 -0.550000 -0.100000 -2.200000 -1.152163 1.002585
-0.550000 -0.325000 -0.100000 -1.152163 -0.401070 1.002585
-0.325000 -0.212500 -0.100000 -0.401070 0.136313  1.002585
-0.325000 -0.268750 -0.212500 -0.401070 -0.154776 0.136313
-0.268750 -0.240625 -0.212500 -0.154776 -0.016109 0.136313

W= o

Un calcul aseménator furnizeazi intervalele (0.4375,0.49375) si (1.75,1.78125) pen-
tru celelalte doua radacini. Valorile functiei la mijloacele acestor doua intervale sunt
£(0.465625) = 0.0299 si f(1.765625) = —0.00288, suficient de mici. S-a incheiat etapa
de localizare a radacinilor.

Pentru rafinarea radacinilor vom compara mai multe metode. Iteratia simpla con-
duce la relatia

Tet1 = fzg) = In|zk| + 1.2 (3.54)

cum = |f'(z)] = 1/]z|] < 1 doar pentru intervalul (1.75,1.78125). Pentru celelalte
doud intervale se poate folosi modificarea iteratiei simple (3.19) pentru care 3 trebuie
s& satisfaca (3.22), ce in cazul de fatd devine

I1-B1—1/z) <1. (3.55)

Alegem 8 = 0.1 pentru intervalul (—0.26875,—0.2125) si 8 = 0.5 pentru intervalul
(0.4375,0.49375). Aceste alegeri nu sunt unicele posibile. Vom compara aceste trei
variante ale iteratiei simple cu metoda Newton-Raphson si a secantei. Ne propu-
nem determinarea radacinilor cu sase cifre semnificative exacte gi astfel incat valoarea
functjiei si fie mai mici de 10~7. Primele cateva iteratii sunt redate in tabelul urmétor.

k B8=0.1 secanta Newton 8=0.5 secanta Newton
0 | -0.240625 | -0.240625 | -0.240625 | 0.465625 | 0.465625 | 0.465625
1 | -0.239014 | -0.268750 | -0.237501 | 0.480625 | 0.437500 | 0.491765
2 | -0.238236 | -0.238841 | -0.237517 | 0.487271 | 0.493294 | 0.493235
3 | -0.237862 | -0.237449 - 0.490374 | 0.493245 | 0.493239
4 | -0.237682 | -0.237517 - 0.491855 | 0.493239 -
5 | -0.237596 - - 0.492568 - -
6 | -0.237555 - - 0.492913 - -
B=1 secanta Newton

1.765625 | 1.765625 | 1.765625
1.768505 | 1.772176 | 1.772266
1.770134 | 1.772250 | 1.772250
1.771055 | 1.772250 -
1.771869 - -
1.772228 - -
1.772248 - -

Iteratiile au fost oprite in momentul atingerii conditiilor impuse. Metodele de
iteratie simpla au necesitat 18, 18 si 20 de iteratii pana la atingerea acestor conditii.
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Se observa convergenta mult mai rapida a metodelor Newton si secanta fata de iteratia

simpla. Metoda Newton converge in general mai repede, insd metoda secantei reali-

zeaza numarul minim de evaluari de functie pana la atingerea preciziei impuse.
EXEMPLU 2. Sa se determine radacina ecuatiei

F(z) =¢e" —cosz =0

cuprinsd in intervalul (-2,-1) cu 7 cifre semnificative exacte.

Rezolvare. Vom compara de data aceasta metoda Newton-Raphson cu metoda
parabolelor tangente. Valoarea de start furnizatd de metoda parabolelor tangente
(3.51) este g = —0.17271412. Din acest punct de start se obtine radécina evidentd
din x = 0. Efectuam totusi calculul pentru a compara cele doua metode. Iteratiile
succesive sunt

k | xx Newton | xx Parabole tangente
1 | 0.0419823 0.0376656
2 | 0.0016474 -0.0001885
3 | 0.0000027 0.0000000

Se observa convergenta mai rapida catre solutie a metodei parabolelor tangente pe
acest exemplu.

3.3 Determinarea radacinilor polinoamelor

Metodele prezentate anterior permit determinarea radacinilor unei functii ()
oarecare. Daca functia F(z) are o forma particulard se pot elabora algoritmi
mai performanti ce exploateaza acest fapt. Spre exemplu, metodele anterioare
necesita o aproximare initiala a unei radacini si nu pot garanta obtinerea tuturor
rad&cinilor functiei F'(z). Dacd F(x) este o functie polinomiald cu coeficienti
reali se pot elabora metode care permit determinarea tuturor radacinilor fara a
fi nevoie de furnizarea unor aproximatii initiale.

3.3.1 Metoda Lobacevschi-Graeffe

Se considera polinomul P, (z) de gradul n, cu coeficienti reali
n ) n
P,(x) = Zan_jxj =ag H(w —xj), ap#0, (3.56)
j=0 j=1

avand radacinile z;, j = 1,2,... ,n, reale sau complex conjugate (coeficientii a;
fiind numere reale). Reamintim prima relatie Vieta care furnizeaza o legatura
dintre coeficientii unui polinom si radacinile acestuia

1+ 22+ .+, =—ai/ag. (3.57)

Daca una din radéacini, sa zicem xq, ar fi mult mai mare in modul decat toate
celelalte, |z1| > |z;|, 7 = 2,n, relatia (3.57) ar conduce la

T = —al/ao, (358)
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iar radacina x; se zice preponderentd. In general, nu vom putea presupune
ca un polinom oarecare are o radacina preponderenta. Daca insa una dintre
rddécini este mai mare In modul decat toate celelalte |z1| > |z;|, j = 2,n, prin
ridicarea la o putere mare m ea va deveni preponderentd |z7"| > |x§”|, j=
2,n. Procedeul Lobacevschi-Graeffe furnizeaza o metoda de ridicare succesivi
la patrat a radacinilor ce permite separarea radacinilor preponderente.

Se observa imediat ca, schimband z in —x, se obtine

Po(—z) = (=1)"ao [[ (= + ;). (3.59)
Facand apoi produsul

(=1)"Pu(2)Pa(~z) = 3]_[ (3.60)

se obtine un polinom de gradul n, in variabila 22. Repetand procedeul pentru
polinomul in variabila 2?2 se obtine un polinom de gradul n in variabila z* si asa
mai departe. Intr-o etapa s vom nota

z=z2™, m=2° se€N, (3.61)

iar polinomul in variabila z se va scrie
n

=ap [JGz—am) =Y (-1)7AY 29, m=2021 . 25, (3.62)
j=1

Jj=0
Evident, coeficientii A;(s) nu se obtin cu ajutorul radacinilor x; deoarece
acestea sunt necunoscutele problemei, ci prin inmultirea directa a polinoamelor

P, (z) si P,(—%). Notand cu Agsﬂ) valorile acestor coeficienti in etapa s+ 1, se
obtine urméatoarea relatie de recurenta (prin identificarea coeficientilor):

A§S+1>:[ S>] +22 HFAY, AR =0, (3.63)

Jt+k?

unde s-a facut conventia ca termenii de indice j + k > n sau de indice j —i < 0
sunt considerati nuli.

Gasirea radacinilor in metoda Lobacevschi-Graeffe se bazeaza pe interpre-
tarea semnului gi valorilor coeficientilor Ag.s) in diverse etape s. Pentru a arata
cum se procedeaza, vom considera trei cazuri, discutate mai jos.

Cazul radacinilor reale si distincte.

S& presupunem ci toate radacinile z;, j = 1,n, ale polinomului P,(x) sunt
distincte. Radécinile vor fi ordonate dupa indici astfel, in ordinea descrescatoare
a modulelor,

|x1| > |x2| > ... > |2 - (3.64)
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Relatiile Vieta, dintre radacini si coeficienti, pentru polinomul @, (z) din (3.62)
sunt

2ty .t = Ags)/A(()S) (3.65)

oy +allay + . o = Ags)/Aés) (3.66)
PPl ey 4+l = AP AR (3.67)
el am = A /AL (3.68)

Tinand cont de inegalitatile (3.64) rezultd c&, la un anumit m, termenul z7* va

deveni preponderent in relatia (3.65); la fel se va intimpla cu termenul x7"z3’
in relatia (3.66) si asa mai departe. In consecintd, pentru m suficient de mare,
sistemul (3.65)-(3.68) se aproximeaza prin cantitati care reprezinta patrate per-

fecte

a2 AP AL (3.69)
e = ALY /AL (3.70)
a2 A /AL (3.71)

de unde se obtin imediat modulele radacinilor

S S 1/m .
vy =+ (Ag. )/Ag._)l) . j=Tn. (3.72)

Determinarea semnului se face prin introducerea in ecuatia initiala P, (z) = 0. O
problema care se pune este aceea de a gti cadnd termenii retinuti in sistemul (3.69-
3.71) au devenit intr-adevar preponderenti, astfel incat s se produca separarea
radacinilor. Pentru aceasta se calculeaza rapoartele

— 2 S . —_—
) = [APTV] A, =TT, (3.73)

in fiecare etapa s. Cum = 2°, avem m/2 = 2571 Daci separarea s-ar fi produs
in iteratia s — 1 atunci ar trebui ca
x71n/2 o Agsfl)/Aésfl) )
Cu atat mai mult 1n iteratia urmatoare
o = AP /AG
Ca atare, raportul rgs) ar trebui s fie aproape de unu, 7’28_)1 =~ 1. Rationamentul
se repeta pentru ceilalti coeficienti astfel c& ajungem la urmatorul criteriu de
(s)

separare: daca toate rapoartele r;, ) =1n-1 tind catre unu atunci s-a

produs separarea radacinilor polinomului ce au fost presupuse distincte.
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Cazul radacinilor reale, multiple in modul.

Putem trata si cazul in care polinomul P, (x) are mai multe ridécini reale, de
acelagi modul. Sa presupunem

|$1‘ = |$2| =...= |.’13M| > |.’13]w+1| > |-'17M+1| > ... > |$n‘7 (374)

adica cea mai mare radacina in modul apare de M ori. Atunci partea prepon-
derentd a primei relatii Vieta (3.65) este

2l = May = AP AL (3.75)
iar cea a relatiei Vieta M este
ol = M ASS}/A,(JS) . (3.76)

Sa deducem criteriul de separare. Daca separarea s-ar fi produs in iteratia s — 1
atunci ar trebui ca

A2 2 G A
iar 1n iteratia urmatoare
a2 A AP M
Ca atare, raportul 7°§S) ar trebui sa fie aproape de M, rls) =~ M. Deci, cand
un raport r; tinde catre un numar intreg M, atunci s-a produs separarea unei
radacini M-multiple in modul. Calculul radacinii se efectueaza folosind relatia
Vieta M

(4 g™
o=+ [AM JAS } (3.77)
deoarece se obtine o aproximatie mai buna datorita exponentului mai mare.
Se observa ca pentru calculul unei radacini M-multiple iIn modul se folosesc
coeficienti cu diferenta Intre indici egala cu M.

Daca radacina multipla in modul nu este gi cea mai mare in modul,

|z > o> ekl = ..o = |ap] > .0 > |z, (3.78)

atunci formulele de mai sus se aplicid cu o deplasare cu k a indicilor. Anume

S . v [ ] . .
raportul r,g ) va tinde citre M la separarea radacinii z}", iar calculul acesteia se

efectueaza conform formulei

}UmM (3.79)

T
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Cazul radacinilor complexe.

Sa presupunem acum ca 1, sunt radacini complex conjugate

|z1] = |za] > ... > |za] - (3.80)
Vom scrie
x = pe?,  xo=pe® (3.81)
cu p = |z1| = |x2| modulul radAcinilor gi # argumentul acestora. Prima relatie
Vieta (3.65) devine
2™ cosmf + z + ...+ 2 =2 AP /AL (3.82)

Termenul 2p™ cosmf nu poate fi considerat preponderent datorita factorului
oscilant cosm#. A doua relatie Vieta (3.66) are partea preponderenta

pm e AL /AL (3.83)

Modulul p se determina analog determinarii unei radacini reale, 2-multipla in
modul
1
p= [Aé“ /Agﬂ 2m (3.84)

Mai ramane de determinat criteriul de separare. Daca separarea s-ar fi
produs in iteratia s — 1 atunci ar trebui ca

m ~ s—1 s—1
P /2:A(2 )/Ag)g )v
iar In iteratia urmatoare

P AL AT,

Ca atare, raportul rés) ar trebui si fie aproape de unu, rés) =~ 1. Pe de alta

parte, raportul
2
r{®) = [Ag ”} JAL) (3.85)

este oscilant datorita schimbarii semnului termenului 2p™ cosm#. Asgadar, vom
recunoaste prezenta radacinilor complex conjugate prin aparitia unor rapoarte
oscilante. Separarea modulului unei perechi de radacini complex conjugate se
produce atunci cand raportul imediat vecin celui oscilant tinde catre unu.
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Regulile de determinare a radacinilor.

Sintetizand rezultatele discutiilor de mai sus vom stabili urmatoarele concluzii.
1. Modulele radacinilor, reale sau complexe, sunt date de rapoartele coefi-
cientilor Ags), j =1,n — 1 care reprezinta patrate perfecte, in ordinea indicilor.

Coeficientii A(()S) si Asf) sunt Intodeauna patrate perfecte.
2. Verificarea ca un anumit Ags) este un patrat perfect se stabileste prin

raportul r§s) dintre valorile coeficientului Ags) in etape succesive, care tinde
catre unitate,

ri) = [APTV]7 /A -1 (3.86)

cand patratul perfect se realizeaza.

3. Daci rapoartele r](-s)
se obtin radacini simple.

care tind catre unitate au indici consecutivi, atunci

4. Daca A;S) si Aﬁz u sunt patrate perfecte consecutive, atunci modulul

unor radacini are ordinul de multiplicitate M. Daca intre r§s) si rﬁi) v exista M’

rapoarte oscilante, atunci vor apare M’ perechi de radéacini complex conjugate.
Daca intre r](fS) si r§2 M DU exista rapoarte oscilante, ci r](fg) — M, atunci se va
produce o radacina reala cu ordinul de multiplicitate M.

5. Metoda prezentaté furnizeaza doar modulele radécinilor. In cazul radicinilor
reale, semnul se stabilegte prin inlocuirea in ecuatia originala, P,(x) = 0. In ca-
zul radacinilor complexe, modulul odata determinat, se determina partea reala si
imaginara folosind relatiile intre radacini si coeficienti pentru ecuatia P, (z) = 0.
Nu se recomanda determinarea argumentului din relatii de forma (3.82) deoarece
numarul m este mare si se obtin multe solutii ale ecuatiilor de forma cos mé = A,
A € R, care trebuie verificate apoi 1n ecuatia initiala.

6. Principalul avantaj al metodei Graeffe-Lobacevski este furnizarea tutu-
ror radacinilor, reale gi complexe, ale unui polinom cu coeficienti reali. Printre
dezavantaje se numara: posibilitatea depagirii superioare de registru, necesita-
tea examinarii de catre utilizator a tabloului coeficientilor precum si necesitatea
rezolvarii unor sisteme de ecuatii neliniare in cazul existentei radacinilor com-
plexe.

7. Datorita lucrului cu numere mari, aproximatiile radécinilor furnizate de
metoda Lobacevschi-Graeffe sunt destul de imprecise. Ca atare metoda va fi
folosita pentru localizarea tuturor raddcinilor. Dupa localizare, se va trece la
rafinarea acestora prin procedeele de factorizare a polinoamelor prezentate mai
jos.

3.3.2 Metode de factorizare a polinoamelor

Se cunoagte faptul ca, daca un polinom are ca radacina simpla pe x = «, atunci
el este divizibil cu z—a. Prin procedee de localizare a radacinilor precum metoda

......

unui polinom, se poate obtine o aproximatie initiala a radacinii ay. Procedeele
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uzuale de rafinare, precum metoda Newton-Raphson, pot fi apoi folosite pentru
cresterea preciziei aproximatiei initiale. In aplicarea metodei Newton-Raphson
se foloseste schema lui Horner pentru a evalua valorile unui polinom cu un numér
minim de operatii aritmetice.

Schema lui Horner.

impér@ind polinomul P, (z) prin monomul z — « se obtine

n n—1
P,(z) = Z Up—j ) = (z —a) Z bp—j—1 ) + by, (3.87)
j=0 §=0

unde b;, j = 0,7n sunt coeficienti care se determind prin identificarea termenilor
avand aceeagi putere a lui z,

b =ag, by =ar+aby_1, k=1,n. (3.88)

Din (3.87) se observa cé valoarea polinomului in # = « este chiar b,,. Relatia de
recurentd (3.88) defineste schema lui Horner, ce permite determinarea valorii
P, («) cu doar n inmultiri si n — 1 adunari.

Schema lui Horner poate fi adaptata si pentru evaluarea derivatelor unui
polinom. Deoarece valoarea polinomului in z = « este b, putem considera
P, (a) = b, () si deriva relatiile de recurentd dupa (3.88) «

dby, dby_1
— = by_ k=1,n. .
da k-1t « do ) y T (3 89)

S-au obtinut relatii de recurenta pentru noii coeficienti

Ch-1 = k=1,n, (3.90)
ce satisfac relatiile de recurenta
co=by, cx=bp+acy_1, k=1,n—1. (3.91)

Valoarea derivatei polinomului in = « este P, () = ¢p—1.

Determinarea radacinilor simple.

Data fiind aproximatia initiald a unei radacini simple g, rafinarea iterativa prin
procedeul Newton-Raphson se exprima ca

Qg1 = Qm — b () /en—1(tm) (3.92)
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cu by, c¢,—1 calculati folosind recurentele (3.88, 3.91), respectiv. Algoritmul
complet este

a«— ag; m—0; M« 1;EvalPolinom(q,b,c);

repeta
daca |¢| < 01 atunci Determind multiplicitatea M
oy — & — Mb/c;EvalPolinom(w, b, ¢) (3.93)

AtinsPrecizie — |opou — | < (14 |anou|) sau |b] < 8§
QA — Qpoy; M—m+1
pana cand AtinsPrecizie sau m > Mupmax

unde ¢ este eroarea relativi maxim admisa pentru radacing, § este valoarea
maxim admisd pentru valoare polinomului, iar M este multiplicitatea radacinii
cautate. Initial se presupune M = 1. Valoarea §; este folosita si pentru a stabili
un prag pentru valoarea derivatei. Valori ale derivatei sub acest prag indica
probabilitatea unor radacini multiple. Procedura de evaluare a polinomului
este
EvalPolinom(a,b,c)
b—ag; c+b
E=1:(n—-1) (3.94)
[b—ar+ab, c—b+ac
b—a, +ab

Metoda poate fi aplicata direct pentru calculul radacinilor complexe, deoarece
polinomul este o functie analitica in tot planul C.

Determinarea radacinilor multiple.

Daca « este o radacind multipld, derivata polinomului in « va fi nula, P/ («) = 0.
Numerele b,, c¢,_1 vor tinde catre zero simultan, iar convergenta procedeu-
lui Newton-Raphson se inrdautateste. Se poate efectua o modificare simpla a
procedeului ce imbunatateste convergenta. Fie M ordinul de multiplicitate a
radacinii.  Aplicdm procedeul Newton-Raphson functiei f(z) = [Pn(x)]l/ " ce
are derivata f'(z) = [Pn(aL‘)]l/WF1 /m. Tteratia Newton-Raphson se exprimé ca

Qg1 = Qy — Mby () /en—1(aun) (3.95)

forma folosita in algoritmul de mai sus. Mai ramane de stabilit o modalitate
de determinare a multiplicitatii M. Se stie ca daca radacina « are ordinul de
multiplicitate M, avem P*)(a) = 0 pentru k = 1,2,... , M — 1 5i P (a) # 0.
Ca atare, la detectarea posibilitatii unei radacini multiple (prin faptul c& prima
derivata a devenit micd) vom evalua toate derivatele polinomului. Prima dintre
derivatele polinomului ce este nenula va furniza multiplicitatea radacinii.

Pentru evaluarea derivatelor se foloseste schema lui Horner completda. De-
terminarea tuturor derivatelor unui polinom in x = « este echivalenta cu dezvol-
tarea in serie Taylor in jurul lui x = «

Py(z) =Co+ Ci(z —a)+ Cylz —a)® +... 4+ Cp(z — )", Cr = PP (a)/E!.
(3.96)
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Prin aplicarea schemei Horner (3.88) se observa (vezi 3.87) ca se obtin coeficientii
polinomului P,_1(z) din factorizarea

Pp(z) = (x — &) Pp-1(z) + Co, (3.97)

cu Cy = P,(«a). Coeficientii polinomului P,,_1(z) sunt bg, b1, ... ,b,—1 din 3.87.
Daca se mai aplica o data schema lui Horner asupra polinomului P,,_;(z) vom
obtine coeficientii lui P,,_s(z) din factorizarea

P,_1(z) = (z — a)P,_2(x) + C1, (3.98)

si agsa mai departe. Aplicarea de n ori a schemei Horner va furniza toti coeficientii
Ck, k= 0,n — 1, deci implicit toate derivatele Py(bk) (o) = k! C. Algoritmul este

k=0:n
[Ck = an—tk
k=0:(n—-1) (3.99)

j=Mn-1):k:-1
[Cj = Cj+aCin

Procedura de determinare a multiplicitatii unei radacini, ce a fost mentionata

in algoritmul (3.93), va determina primul indice k pentru care |k! Cy| > J, iar
acesta va fi luat ca multiplicitatea radacinii M.

Determinarea radacinilor complex conjugate (Metoda Bairstow).

In cazul cand polinomul P, (z) are coeficientii reali, ridicinile complexe (daca
existd) sunt conjugate, iar calculul cu numere complexe poate fi evitat. In acest
scop, se utilizeaza o factorizare cu un polinom de gradul doi de forma x2 +px+q

n n—2
Pu(z) = an_ja) = (@® +pr+q) > byj o1’ + Rx+S. (3.100)
j=0 =0

Identificarea termenilor conduce la relatiile

by = ar — pb—1 — qbp—2, k=0,n—2, (3.101)

R=an,_1— pbn—Q - qbn—Sa S=ap— qbn—Q . (3102)

unde s-a convenit b_o = b_; = 0. Daca extindem relatia de recurenta pentru
k =0, n, vom obtine R = b,,_1, S = by, + pb,,_1. Pentru ca factorul 22 + px + ¢
sa divida pe P,(z) exact trebuie ca restul si fie nul R(p,q) = 0, S(p,q) = 0,
ceea ce este echivalent cu

bu(p,q) =0, bu-1(p,q) =0. (3.103)

Relatiile (3.103) formeazd un sistem de doud ecuatii cu doud necunoscute.
Ecuatiile sunt nelineare gi pentru rezolvarea sistemului se aplicd tot o metoda
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de tip Newton-Raphson?. Vom aplica principiul liniarizarii, pastrand numai

termenii liniari din dezvoltarile in serie Taylor a functiilor b, (p, q), bn—1(p, q) in
jurul unei aproximatii curente (py,, ¢m)

bl ) = o) + 0= ) | 5 - E 0. (o

~ abn—l
bn—l(p7 q) = bn—l(pma Qm) + (p _pm) |:(9—p:| . + (q - Qm) |: aq

Urmaétoarea aproximatie (pm+1, ¢m+1), va fi data de solutia sistemului liniarizat
de mai sus. Pentru obtinerea derivatelor partiale diferentiem relatia de recurenta
(3.101)

oby b Obg—1  Oby_—o  Oby _ b Obi—1  Oby_2
ap = k—1 — D ap q 3p , (9(] = k—2 — D 8(] q aq .
(3.106)

Daca notam ¢y, = 9by,/0p, d = Oby+1/9q, obtinem
gk = —br—1 —pck—1 — qCk—2, dr = —bg—1 —pdr—1 —qdx—2 (3.107)

pentru k = O,nsicuc_y = c_o =d_; = d_y = 0. Cum cele doud relatii de
recurenta sunt identice vom pastra numai una dintre ele pentru calcule. Sistemul
liniarizat devine

(pm+1 - pm)cn + (qm+1 - Qm)cnfl = _bn
. 3.108
{ (pm+l _pm)cnfl + (Qm+1 - qm)cn72 = _bnfl ( )

Matricea sistemului se numeste matrice Jacobiand, si este nesingulara pentru
radacini complexe simple. Solutia sistemului este, in aceste conditii,

6p = Pm+1 = Pm = (bnflcnfl - bncn72)/=]a (3109)
0¢ = Gm+1 — @m = (bnCno1 —bn_1cn)/J, (3.110)

cuJ =cpen_2 — 2.

Procedeul poate fi repetat pentru polinomul
n—2
Poa(z) =Y bp_j_oa’ (3.111)
j=0

pand la factorizarea polinomului P,(z) in produse de polinoame de grad cel
mult doi. Se obtin perechi de solutii de forma

T1o = (—p + \/M> /2. (3.112)

2Vezi capitolul 8.
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Aproximatia initiala (po, go) se poate obtine dintr-un procedeu de localizare.
Este recomandabila folosirea coordonatelor polare

T = peie, Ty = pe*w, T1xe =pP=¢q, x +x2=2pcosh=—p. (3.113)
Prin folosirea metodei Lobacevschi-Graeffe pentru localizarea radacinilor se obtine
o aproximatie initiala foarte buna pentru p. Mai trebuie doar incercate diverse
valori pentru 6 pentru a vedea ce valori initiale conduc la convergenta proce-
deului. Exista si alte rezultate teoretice ce pot fi folosite pentru localizarea
radacinilor. Spre exemplu, daca notam

—1
Ry =1+lao| ™" max |ax|, Ry=|1+]an|"" max |ax|]| ,  (3.114)
0<k<n 0<k<n

atunci toate radacinile nenule ale polinomului cu coeficientii ar se vor afla in
coroana

Ry <p<Ri. (3.115)
Algoritmul Bairstow este
ppo; g qo; m—0;
repeta
[ co«—0; ¢c1 — 0; by < 0;by «— 0
k=0:n

by« by; by « bg; ca < c1; ¢1 + ¢
bg < ar — pby — qba
co « —b1 —pc1 — qez
J « cocg — ¢3;
dacd |J| < &1 atunci mesaj(Raddcini multiple); stop
5p<— (blcl —bng)/J; 5q<— (bocl —blco)/J;
Prou < P+ 0D;  Gnou < q+0q
AtinsPrecizie — |0p| + |9q| < € (1 + |Prou| + |Gnou|) sau |bo| + |b1] <
L P < Pnous 49 < Gnou; m«—m+1
pana cand AtinsPrecizie sau m > Mmax -

(3.116)

EXEMPLU 1. S& se determine radacinile polinomului

ps(z) =2° —4a* +2° + 32 — 2 +6 .

Rezolvare. Vom folosi metoda Lobacevschi-Graeffe pentru a determina aproximatiile
initiale ale rad#cinilor. Rezultatele aplicarii relatiei (3.63) sunt redate in urméatorul
tabel.
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s | Al Al AL AL AP Al

0 | 1.00 | 4.000E+00 | 1.000E+00 | -3.000E+00 | -1.000E4+00 | -6.000E+400
1 | 1.00 | 1.400E+401 | 2.300E4-01 | -3.700E+01 | -3.500E+401 | 3.600E+01
2 | 1.00 | 1.500E402 | 1.495E+03 | 3.987E+03 3.889E+03 1.296E4-03
3 | 1.00 | 1.951E+04 | 1.047E+06 | 4.657E406 4.790E4-06 1.680E+06
4 | 1.00 | 3.785E408 | 9.139E+11 | 1.172E+13 7.301E+4+12 2.821E+12
5| 1.00 | 1.433E+4+17 | 8.263E+23 | 1.241E+4+26 | -1.285E+25 | 7.959E+24
6 | 1.00 | 2.0563E+34 | 6.828E+47 | 1.543E+52 | -1.811E+51 | 6.334E+49

Calculul s-a desfagurat cu mai multe cifre semnificative decat sunt afisate in
tabel. Dupi 6 iteratii valorile coeficientilor sunt AL =1, A% = 205336782 -
1034, AY) = 6.82754862 - 1047, AL = 1.54270278 - 1052, A = —1.81053152 -
1051, Aéﬁ) = 6.33402866 - 10*°. Pentru stabilirea convergentei metodei se calcu-
leaza si rapoartele din (3.73):

S T’gs) T’és) ’I":())S) TEIS)
0 _ _ — —

1| 1.14 | 0.04 | -0.24 | -0.03
2 1.31 035 | 034 | 031
3115 | 214 | 3.41 | 3.16
41101 | 1.20 | 1.85 | 3.14
511.00 | 1.01 | 1.11 | -4.15
6 | 1.00 | 1.00 | 1.00 | -0.09

v . . o .. PV TV . 2
Se observa obtinerea izolarii a trei radacine reale din rapoartele ris), ré ), rés) ce

tind toate catre 1. Raportul rff) oscileaza denotand prezenta unei perechi de radacini
complexe, conjugate. Procedeul furnizeaza douavalori posibile pentru radacina de
modul maxim
1/64
o=+ (A§6> /Ag‘”) = +3.4366. (3.117)

Cum p5(3.4366) = —0.00269734 si p5(3.4366) = —1032.99 alegem z; = 3.4366. Analog
obtinem

_ ©) 40\ _ _
xo =% (Ay" /A = £1.62659 = x2 = 1.62659 (3.118)

_ © 40\ _ _
x3 ==+ (A3 /A = £1.16958 = z3 = —1.16958 (3.119)

Modulul perechii de radacini complexe este
1/(2-64)
p= (Af,f” /A:(f)) = 0.9579761 (3.120)
Rafinarea solutiilor reale conduce la radacinile

z1 = 3.43663, x2 = 1.62659, 3 = —1.16958 (3.121)

dupa o singura iteratie Newton-Raphson. Se observa calitatea extrem de buna a a-
proximatiilor initiale furnizate de procedeul Lobacevschi-Graeffe. Pentru radacinile
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complexe am putea extrage factorii deja gasiti si sd rezolvam ecuatia patraticd ce
rezultd. Vom proceda insa la aplicarea procedeului Bairstow pentru exemplificarea
modului de lucru. Ludm g = p? si p = 0 ca aproximatie initials ceea ce corespunde la
0 = 7/2. Se obtin urméatoarele rezultate

Tteratie P q bo by R S

0 0.0000 0.9180 -1.25E-01 -1.08E4+00 -1.0753 -0.1249

1 -0.1052  0.9028 1.43E-01 -3.60E-02 -0.0360  0.1468

2 -0.1064 0.9407 -7.04E-04  3.54E-04 0.0004  -0.0007

3 -0.1064 09178 -4.73E-09  1.76E-08 0.0000  0.0000

Radacinile complexe satisfac ecuatia
22 4+pr+qg=0 (3.122)
cu p = —0.1063682185, ¢ = 0.91771811581 de unde radacinile

4,5 = 0.0531841 £ 0.956499 . (3.123)

Se observa o convergenta rapida a iteratiilor. Plecarea din 6 = 0 insa nu converge
catre solutie.
EXEMPLU 2. S& se determine radacinile polinomului

pa(z) = 2 — 62° 4+ 182% — 30z + 25

Rezolvare. Cum nici unul din rapoartele r1, r2, r3 nu se stabilizeaza deducem
prezenta a doua perechi de radacini complexe, de acelagi modul

p1 = p2=p3 = pa = (Ag/Ag)"/ 4 = /5.
Fie radacinile z1,2 = a1 + b1, 3,4 = a2 + ib2. Rezulta
A+bi=ai+b2=5.
Utilizand primele doua relatii Vieta pentru polinomul original se obtine
a1+ a2 =3, a1az = 2
de unde a1 =1, by = 2, a2 = 2, by = 1. Prin urmare radacinile sunt

£E172=1+2’L', $3,4=2+i.

Exemplu 3. Un ultim exemplu cu implicatii profunde pentru matematica provine
din intrebarea relativ simpla: din ce puncte ale planului complex converge metoda
Newton pentru aflarea radacinilor de ordinul p ale unitatii? Procesul iterativ este

s = 2 — (2 = D)/ Y, p> 1. (3.124)

Pentru aflarea raspunsului se efectueaza o serie de experimente numerice, luand diverse
puncte din [—2,2] x [-2,2] ca puncte de start. Se Inregistreazi numdirul de iteratii
necesare atingerii unei radacini sau faptul ca procesul diverge. Frontiera dintre dome-
niul “atractiv”, pentru care procesul converge si cel “repulsiv”’, pentru care procesul
diverge este extrem de complicata. Cercetari matematice moderne au ardtat ca este
vorba de o noua structurd matematici cu proprietati remarcabile, printre care si o
dimensiune a frontierei ce nu este un numar intreg. O asemenea multime Julia este
reprezentata pe coperta pentru p = 6. Nuantele de culori inchise indica convergenta
rapida catre o radacina pe cand cele deschise indica divergenta.
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Capitolul 4

Erorile de calcul numeric

In momentul de fatd, suntem in posesia unui bagaj de metode numerice
suficient pentru a considera mai in detaliu problema erorilor de calcul numeric.
Se poate observa ca o formula de calcul numeric se aplica de obicei In mod
repetat. In consecinta, prezinta importanta nu numai eroarea introdusa intr-o
etapa, ci si tendinta de a amplifica sau, dimpotriva, de a atenua erorile introduse
anterior, adica stabilitatea metodei numerice. Studiul erorilor numerice ramane
deci o problema deschisa, care trebuie luata in considerare pentru fiecare metoda
de calcul in parte.

4.1 Surse de erori

FErorile inerente sunt erorile legate de cunoagterea aproximativa a unor valori
provenite din masuratori sau din faptul ca avem de-a face cu numere irationale
(algebrice sau transcendente: numerele 7, e, v/3 s.a.). Evident, rezultatul
oricaror calcule depinde si de precizia datelor introduse initial. Ca erori ine-
rente pot fi considerate si erorile de conversie facute la trecerea in baza 2 a unor
numere care se introduc in memoria calculatoarelor numerice actuale. Spre
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exemplu, numarul 0.1 reprezentat printr-un numar finit de zecimale in baza 10,
devine o fractie zecimal& periodica in baza 2 (0.119 = 0.0(0011)3).

Erorile de metoda sau erorile de trunchiere sunt provenite din aproximatiile
facute la deducerea formulelor de calcul. Exemple: restul Ry (z) la interpolarea
polinomiala, distanta |z,+; — «| la radacina, din metodele iterative de calcul,
eroarea &; = —h3/12 f(£) introdusa de formula de integrare a trapezelor pe un
interval egal cu pasul h, erorile introduse prin trunchierea seriilor la un anumit
rang, etc. Spre deosebire de erorile inerente, erorile de metoda pot fi reduse, in
principiu, oricat de mult.

Erorile de rotunjire sunt legate de posibilitatile limitate de reprezentare a
numerelor in calculatoarele numerice. In general, orice calculator poate repre-
zenta numerele cu un numar redus de cifre semnificative, depinzand de lungimea
cuvantului (numarul de biti) utilizat la stocarea unui numar. In mod curent se
lucreaza cu un echivalent de circa 7 cifre semnificative in simpla precizie si de
circa 15 cifre semnificative in dubla precizie.

Dupa cum se gtie, In memoria interna a calculatoarelor actuale se foloseste
reprezentarea in virgulda mobila, in forma normalizata. Astfel, orice numar real
x se scrie

z=fb" |fl<1 (4.1)

unde f este un numar real denumit mantisd, b > 0 (b # 1) este baza sistemului
de numeratie utilizat, iar n (intreg) este exponentul. In forma normalizata,
mantisa este cuprinsi in intervalul [b=1, 1)

< fl < 1. (4.2)

Singura exceptie de la acesta regula de reprezentare este numarul zero.

In consecinta, un numaér real cu mai multe cifre semnificative este “rotunjit”
la numarul de cifre maxim. Acest lucru se realizeaza prin rotunjirea mantisei.
Alte rotunjiri se efectueaza in decursul operatiilor.

In general, notand cu x valoarea exactd a numérului si cu T valoarea calculati
(aproximativa), eroarea absolutd e, se defineste ca diferenta dintre valoarea
exacta si cea aproximativa

e =x—T. (4.3)
Raportul e, /Z se numeste eroare relativd, notatd deseori cu g,
€x =€/ T. (4.4)

Fie t numarul de cifre semnificative. Pentru comoditate, s& presupunem ca
lucram in baza 10 (b = 10). Atunci, un numér x a cirui valoare o presupunem
initial cunoscuta cu exactitate, se va scrie
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unde g contine cifrele care nu pot fi incluse In mantisa f. Rotunjirea se face de
obicei simetric, adica se inlocuiegte

lg| = 1 daci |g| > 0.5, |g| = 0 daci |g| < 0.5. (4.6)

In acest fel, marginea erorii relative este
lex| = lg] - 10" 7"/ |f| - 10 < 5-107". (4.7)

Erorile cu marginea datd de (4.7) se fac la introducerea numerelor reale in
memoria calculatorului numeric. Ele afecteaza rezultatele in functie de operatiile
la care sunt supuse valorile introduse.

4.2 Propagarea erorilor in calcule

Propagarea erorilor la inmultire.

Vom considera doua numere, x si y, introduse cu erorile e;, respectiv e,
T=T+ey, Y=y+ey. (4.8)
Presupunem ca se efectueaza produsul numerelor
vy =(E+e)f+e,) =FF+ie +Te,, (4.9)

unde s-a neglijat produsul e;e, considerat ca avand un ordin de marime suficient
de mic. Rezulta eroarea la inmultire

ey /TY=€z/T+e,/T=cs+ey. (4.10)

Rezulta ca la Inmultire erorile relative introduse initial se adund. In afard
de aceste erori, pot aparea insa noi erori, deoarece produsul zy poate avea, la
randul sdu, un numar de cifre semnificative mai mare decét cel admis (notat cu
t), necesitdnd o noua rotunjire (simetrica). Notand cu ¢, aceasta noua eroare,
vom obtine eroarea relativa totala €4, la iInmultirea a doua numere

Etp = Ex +Ey + & (4.11)
iar ca margine a erorii
letp] < lex| + ley| + |ep] < 151077, (4.12)

Desigur, evaluarea (4.12), bazata pe relatia (4.7), este acoperitoare deoarece
erorile nu se aduni, ci se compun dupi legi mai complicate (probabilistice).
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Propagarea erorilor la impartire.

Cu notatiile (4.8) vom scrie

zfy=(T+e,)/(T+ey) =/y(l+e,/T —e,/y) =2/y(l +e, —gy), (4.13)

unde am neglijat termenii de grad superior lui 2 in e, si e,. S-a folosit dezvolta-

rea in serie Taylor pentru 1/(1+¢,) =1 —¢, +... . Rezulté ca eroarea relativa
la impértire, datoratd erorilor de reprezentare in calculator (e, si ey ), este
€xsy/(Z/Y) = €2 — &y, (4.14)

adica este egala cu diferenta erorilor relative introduse initial in valorile numaéra-
torului si numitorului. La acestea se adauga eroarea de rotunjire la reprezentarea
raportului Z/§, pe care o vom nota cu 4, astfel incat eroarea relativa totala la
impartirea a doud numere x, y este

Etd = E€¢ — Ey +Eq- (4.15)

Propagarea erorilor la adunare.
In acest caz, suma a doua numere este
THYy=T+Yy+e,+ey, (4.16)
astfel incat eroarea relativa la sumare este
aty/(Z+7) = (ex+e)/(T+7) =2/(Z+Pea +7/(Z+Y)ey, (417

adica o suma ponderata a erorilor introduse la reprezentarea in calculator a
cantitatii sumate. Si in acest caz se introduce o eroare suplimentara la repre-
zentarea sumei T + ¢, a carei valoare relativa o vom nota cu 5. Ca urmare,
eroarea relativa la sumare, ., va fi

et = 3/(& + Pea + /(E + ey + <. (1.18)

o~

Ca aplicatie, s& scriem eroarea totald la calculul expresiei £ = (z + y)z
(Z 4+ §)Z . Rezulta

eip = /(T +P)ea +5/(2 + Py + 2+ et ey, (4.19)
cu marginea
leeel < 5-107" [(|z] + 1)/ |z + gl + 3] (4.20)

Ca recomandare generala, In calculul numeric trebuie studiata si propaga-
rea erorilor. In anumite cazuri, acumularea erorilor poate conduce la rezultate
complet eronate. Pentru a ilustra aceasta posibilitate, sa consideram calculul
integralei

1
In:/ e . (4.21)
0
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Tabelul 4.1: Exemplu de amplificare a erorilor

n | I, (4.22) [ I, (424) [ n | I, (4.22) | I, (4.24)
0 | 0.632121 | 0.632121 | 9 | 0.091586 | 0.091612
1 [ 0.367879 | 0.367879 | 13 | -0.377925 | 0.066948
3 0.207277 | 0.207277 | 17 B 0.052778
7 [ 0.112383 | 0.112384 | 20 - 0.000000

O modalitate de calcul o reprezinta utilizarea unei relatii de recurenta
IL,=1—-nl, 1, n=12,..., (4.22)

plecand de la valoarea Iy = 1 — e~ '. Rezultatele calculelor pentru diferitele
valori ale lui in sunt date in tabelul 4.1 Se observa ca, pentru n = 13, se obtine
o valoare negativa a integralei, ceea ce nu este posibil, functia integrata fiind
pozitivd pe [0,1]. Rezultd ci valorile obtinute sunt eronate, incepand cu o
anumita valoare a lui n. Explicatia o constituie faptul ca valoarea integralei
Iy se calculeaza cu o eroare e care este amplificata prin aplicarea formulei de
recurentd (4.22) astfel cé, la calculul lui I35 eroarea este

e13 = 13leg = 6.227-10% ¢g . (4.23)

Pentru a obtine o valoare corecta in cazul indicilor n mari se aplica formula
(4.22) sub forma

I,..=(010-1,)/n, n=N,N-1,..., (4.24)

in care erorile sunt reduse in fiecare etapa. Prin urmare, plecand de la un
N suficient de mare eroarea introdusa din necunoastera valorii I,, va fi redusa,
astfel incat sa obtinem rezultate corecte. Observand ca valoarea integralei scade
cun, vom alege N = 20 si vom aproxima Isy 22 0, calculand integralele de indice
mai mic din ce in ce mai precis. Valorile obtinute sunt date in acelasi tabel 4.1
(s-a utilizat un calculator HP-25 care lucreaza cu zece zecimale). Se observa ca
rezultatele sunt mai bune la indici mari i identice la indici mici (n < 7).
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Capitolul 5

Rezolvarea sistemelor
liniare

Rezolvarea sistemelor cu un mare numar de ecuatii liniare reprezinta unul
din domeniile in care calculatoarele numerice si-au dovedit din plin eficienta.
Problema rezolvarii sistemelor de ecuatii liniare este foarte des intalnita in si-
mularea numericd. Enumeram cateva situatii: interpolare cu functii spline cu-
bice, rezolvarea sistemelor de ecuatii neliniare cu ajutorul metodelor iterative
care au la baza liniarizarea ecuatiilor, discretizarea ecuatiilor diferentiale ordi-
nare cu conditii la limita, discretizarea ecuatiilor cu derivate partiale. In mod
corespunzator, a trebuit sa fie puse la punct procedee numerice adecvate, atat
pentru reducerea numarului mare de operatii, cat gi pentru reducerea erorilor
de calcul care cresc cu dimensiunile sistemului de ecuatii.

In cazul general, problema care trebuie rezolvata poate fi scrisa sub forma

n
Zai,jxj =b;,i€1l,m, (5.1)

J=1
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unde a; ; € R sunt coeficienti, x;, 7 € 1,n sunt necunoscutele sistemului, iar b;
sunt termenii liberi. Vom distinge trei situatii.

(a) Pentru m < n sistemul este subdeterminat, avem mai putine ecuatii decat
necunoscute. In general, vor trebui alesi n —m parametrii pentru a obtine
o solutie.

(b) Pentru m = n si det A # 0 sistemul este compatibil determinat. Sistemul
are o solutie unica. Este cazul cel mai des intalnit. Pentru m = n si
det A = 0 sistemul poate i compatibil nedeterminat, cu o infinitate de
solutii posibile, sau incompatibil, cu nici o solutie.

(¢) Pentru m > n sistemul este supradeterminat, caz in care se cautd o solutie
care sa verifice “cel mai bine” ecuatiile (5.1) In sensul minimizarii reziduu-

i R=3"" (b — 2?21 a; jxj)?.

Nu trebuie uitat ca, la reprezentarea numerelor in calculator nu putem retine
decat un numar finit de cifre, iar erorile de rotunjire se propaga dupéa regulile
discutate in capitolul 4. Se poate ajunge in situatia ca din cauza acestor erori,
determinantul sa devina egal cu zero sau sa aiba o valoare foarte mica in modul.
Complexitatea implementarilor prezente in bibliotecile matematice se datoreaza
in mare parte tehnicilor de evitare a acestei situatii, dar totodata si eforturilor
de minimizare a memoriei utilizate i a timpului de calcul.

Metodele de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare sunt de doud tipuri: (a)
metode directe (sau metode de eliminare sau metode exacte), in care solutia este
obtinutd in urma unui numar de operatii dinainte cunoscut; (b) metode iterative,
care se bazeaza pe folosirea unei aproximatii initiale ce se imbunatateste de la
o etapa la alta.

5.1 Metode directe

5.1.1 Metoda eliminarii a lui Gauss

Metoda consta in eliminarea succesiva a necunoscutelor intr-o maniera care
conduce la un numar de operatii mult mai redus decat procedeul care ar utiliza
regula lui Cramer si calculul determinantilor corespunzatori. Vom observa ca,
in operatia de eliminare, nu este necesar sa transcriem gi necunoscutele; este
suficient sa operam doar cu coeficientii matricei sistemului si cu termenii liberi.
Sa consideram un sistem de n ecuatii liniare cu n necunoscute scris sub forma

Az =0, (5.2)

unde A este o matrice patrata, nesingulara (det A # 0), de dimensiuni n x n,
iar z ¢i b sunt vectori coloana de dimensiune n. Pentru fixarea ideilor, vom
considera c& A are coeficientii a;;, iar b are componentele b; (i,j € 1,n). Pe de
alta parte, deoarece operatiile efectuate cu coeficientii a;; si cu termenii liberi b;
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sunt simultane, este avantajos in prezentarea teoretica a algoritmului sa renotam
coeficientii b; = a; 41 i s& considerdm matricea extinsa A’

a1 a2 ... Qin | a1,n+1
a1 Qa22 ... 0Q2n | a2 n41
A= | (5.3)
a;1 a2 ... Qin \ Qi n41
Ap1 Qn2 - Gup | Guntl

Metoda eliminarii a lui Gauss consta in a obtine zerouri succesiv, intai pe prima
coloand (sub coeficientul a; 1), apoi pe a doua coloand (sub coeficientul as )
s.a.m.d., pe ultima linie a matricei A raméanand doar coeficientul a,, ,, (evident
modificat de operatiile de eliminare anterioare). Aceasta revine la a reduce
matricea A la o matrice superior triunghiulard, iar sistemul (5.2) la forma

ail ar2 ... ain r 2 - a1 ms1
0 a) .. .. .. al) o O
0 0 ; :
0 0 0 5?1) ag:n e | T Ef;i)l . (5.4)
0 0 0 0 S : :
o000 o e ] bl L

Indicii superiori indica etapa in care a fost obtinut elementul. Pentru a obtine
zerourile de sub diagonala principala, se folosesc operatii simple de Inmultire a
unei linii cu un multiplicator si de scadere din alta linie. Spre exemplu, pentru
a obtine zerouri pe prima coloana, din linia 4 se scade prima linie inmultita cu
multiplicatorul m; 1, obtinandu-se

al(»ll) = Qi1 —Mm;1a1,1 = 0= m;1 = ai,l/am . (55)
Repetand procedeul pentru i = 2, n, se obtin elemente nule pe coloana intéi in
aceastd prima etapa. Evident, pentru a putea opera, trebuie ca a;; # 0. Mai
mult, dupa cum vom vedea la paragraful (5.1.3), se recomanda ca a; 1 s fie in
modul cat mai mare posibil, deoarece in acest mod, erorile de rotunjire sunt re-
duse. Elementul a;; plasat pe diagonala principala se numeste pivot. Obtinerea
unui pivot cu modul cat mai mare este posibila prin schimbari de linii si coloane
care nu afecteaza zerourile deja produse, adica pivotul se poate alege dintre
elementele de sub gi/sau la dreapta pozitiei de pe diagonala principald a pivo-
tului. In functie de numarul de elemente dintre care este selectat, pivotul poate
fi partial, cind se alege cel mai mare in modul' dintre elementele de pe coloana
pivotului, sub diagonala principald, sau total, cand se alege cel mai mare in
modul dintre toate elementele continute in linii gi coloane care, interschimbate,
nu modifica zerourile deja oblinute. In cazul in care pentru obtinerea unui pivot

LCu privire la alegerea elementului “cel mai mare in modul”, vezi si paragraful 5.1.3.
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convenabil este necesara o schimbare de linii, aceasta poate fi facuta efectiv in
matricea extinsi A’, sau se poate memora doar indicele liniei pe care se afld ele-
mentul dorit ca pivot, cu ajutorul unui vector [. Daca in etapa s elementul dorit
ca pivot se afla pe linia 7 (evident ¢ > s, pentru a pastra zerourile deja obtinute),
atunci atribuim [, = 4. Acest mod de lucru complica algoritmul, fara a aduce
avantaje privind timpul de calcul, astfel incat recomandam prima varianta. La
interschimbarea a doud coloane (j cu k), vo m observa ca trebuie interschim-
bate si necunoscutele (z; cu xy). Acest lucru se poate realiza cu ajutorul unui

vector ¢, care este initializat cu valorile ¢ = (1,2,...,k,...,n). Dacd spre
exemplu In prima etapa schimbam coloanele 1 cu k, se schimba corespunzator
si elementele ¢; cu ¢, iar vectorul ¢ devine ¢ = (k,2,...,1,... ,n).

In fiecare etapa s € 1,n — 1, elementele din matrice se modifica dupa regula

s=1:(n-1)
= (s+1):n
s—1
W» QS/J ) (5.6)
s+1):(n+1)
o ) e
Intr-adevir, in etapa (s) pivotul este agfs_ 1), iar elementele care se anuleazid

sunt plasate in pozitia a;s, ¢ € s+ 1,n. Practic, aceste elemente nu se mai
calculeaza deoarece se stie ca ele sunt nule, iar pe pozitiile acestora se pot
memora multiplicatorii m; s, eventual necesari pentru calcule ulterioare cum
ar fi rafinarea solutiei (paragraful 5.1.3). In final, daca matricea A nu este
1) .
, 1 € 1,n,
1T - L1 /
j € 1,n+ 1 fiind obtinuti prin operatii asupra matricei extinse A’. Ca urmare,
necunoscutele se obtin prin retrosubstituire, dupa schema

singulara, se ajunge la forma (5.4) a sistemului, coeficientii a ij

n—1) n 1
l'cn ’SLTL—‘—l/ ( )
i=(m—1):1
" (5.7)
1—1 i—1 i—1
Le; < (az(‘,n+)1 - Z av(I,j )xcj)/az(',i ) )
j=i+1

in care am tinut cont si de eventualele schimbari de coloane necesare in cazul
folosirii pivotarii totale si memorate in vectorul ¢. Trebuie observat faptul ca
elementele matricei initiale A se pierd daca se folosesc schemele (5.6) si (5.7).
In cazul in care matricea A este necesard pentru calcule ulterioare (cum ar fi
rafinarea inversei, vezi. 5.1.7), trebuie pastratd o copie a acesteia.

Numarul de operatii necesare pentru obtinerea solutiei prin procedeul de
eliminare gaussiana se calculeaza ugor. Evident, nu luam in considerare si
operatiile legate de permutarea elementelor in vederea gasirii pivotului partial
sau total, deoarece acestea depind de fiecare matrice in parte. De regula, se
considera ca Impartirea reprezinta o singura “operatie”, in timp ce o adunare
gi o Inmultire formeaza impreund tot a “operatie” (aproximativ acelagi timp
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de calcul pe calculator). Amintindu-ne ca operatiile se efectueaza cu elemen-
tele matricei extinse A’, de dimensiuni n - (n 4+ 1), vom avea de efectuat, dupa
schema (5.6), Intr-o etapd s, n — s impartiri pentru a obtine multiplicatorii m; .
Numarul de adunari gi inmultiri este egal cu produsul numarului de valori luate
de indicii 4, j, adicd (n—s)(n+1—s). Rezultd numarul de operatii la eliminarea
Gauss

n—1
n® n? 5

ng = (=57 +2n—s) =5+

on
-

(5.8)

s=1

Acest numar este foarte mic (incepand cu n > 3) fatd de n-n! operatii cerute de
regula lui Cramer (cu determinantii calculati dupa minori). La operatiile (5.8) se
adaugd Inci aproximativ 1+ (n — 1) +n(n —1)/2 = n?/2 4 n/2 operatii pentru
retrosubstituirea (5.7). Rezultd numéarul total de operatii pentru eliminarea
gaussiana

3 3
n n 9

2
ng = 3+n 5 & 3+n (5.9)
aproximatia fiind valabila pentru n > 1.

Relatiile (5.6) si (5.7) se pot optimiza obtindnd 1 pe diagonala principald,
dupa algoritmul dat de (5.10), unde am inclus si calculul determinantului matri-
cei A, d = det A. Numarul de operatii se reduce (nesemnificativ) cu n impartiri
la etapa de retrosubstituire.

Algoritm Gauss Algoritm Gauss-Jordan
[Eliminare | [Eliminare |

d—1 d—1

s=1:(n—-1) s=1:n

[ j=(s+1):(n+1)
[as,j — as,3/as,s]
de—d- Qs,s; Qs,s < 1

= (s41): (1)
(a5, — as,j/s,s]
d— d'as,s; as,s < 1

: t=1:n
z—‘(s+1).n daci i # s
j=(s+1):n C Y
{“('S') —agy Y —af VY T ?>(s iy ();3 (s=1) (s—1)
- " " v [%Sj —agy —a g
[Retrosubstituire | [Calculul necunoscutelor ]
xnbagj,:)l i=1:n
i=(n-1):1 [:v —al’ )
R S
j=it+1

(5.10)



120 5. REZOLVAREA SISTEMELOR LINIARE

ExeEmpPLU. Folosind metoda eliminarii gaussiene, sa se rezolve sistemul de ecuatii

x4+ Em + mz = 2
1 + 22 — bxry = 1

Scriem matricea extinsi si efectudm eliminérile dupé regula (5.6). Obtinem succesiv

2
Al z 1 27 _|! L2y rez 1 2
8 2 -3 | -1 =0 1| 17 [P0 2 o—1n | -7
1 2 =5 | 1 0 B 6 | -1 0 0 8 | 135
Rezulta
x3 = 135/82 ~ 1.6463, w2 = (9/2) (17 + 1113) =819/164 ~ 4.9939, (5.12)

z1 =2 —135/82 — (2/9)(819/164) = —31/41 ~ —0.7561 .

Valoarea din chenar reprezinta pivotul etapei respective. Modul de lucru nu este cel
mai adecvat pentru transpunerea pe calculator deoarece: (a) eliminarile s-au facut
fara a utiliza nici o tehnicd de pivotare (partiali sau totali); (b) calculele s-au efectuat
utilizand fractii ordinare, ceea ce implica programe speciale.

Pentru evidentierea erorilor si tindnd cont ca sistemul este foarte mic, reludm
calculele folosind pivotarea partials si lucrand doar cu trei cifre semnificative®. Se
obtine

1 022 1 | 2 8] 2 -3 | -1

8 2 -3 | —1 "SR T 202 1 | 2 | S
1 2 -5 | 1 1 2 =5 | 1
8 2 -3 | 1], _[8 _2 -3 | -1
=l o —0028 138 | 213 |38 —463 | 113 |
0 175 —463 | 1.13 0 —0028 —138 | 213
s 2 -3 | -1
=0 175 -463 | 1.13
0 0 131 | 215
Rezulta
Tz = 0.164- 10", Zo = 0.498 - 10", Z; = —0.755 - 10° . (5.13)

Valorile necunoscutelor fiind aproximative, s-a folosit notatia cu bara Z. Scrierea este
cu virgula mobila normalizata in sistem zecimal. Desi sistemul este mic si relativ bine
conditionat (vezi paragraful 5.1.8, numarul de conditionare calculat cu (5.64) si norma
euclidiand este p(A) = 24, iar calculat cu (5.85) este pu(A) = 21.6, In timp ce numarul

2Calculele intermediare au fost efectuate insi cu sapte cifre semnificative.
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de conditionare al matricei Hilbert® 3 x 3 calculat cu (5.85) este 524), utilizarea a
numai trei cifre semnificative a condus la erori resimtite la a treia cifra semnificativa.

Pentru a observa influenta alegerii pivotului asupra preciziei rezultatelor, refacem
calculele de mai sus fard a mai schimba liniile 2 cu 3 pentru a aduce valoarea 1.75 pe
pozitia pivotului in etapa a doua. Se obtine

8 2 -3 | -1 8 2 -3 | -1
0 [—0.028] 138 | 213 |°= |0 —0028 138 | 213 |,
0 175  —463 | 113 0 0 816 | 113

cu solutiile
z5 =0.164 - 10", zh = 0.476 - 10", z, = —0.7-10° . (5.14)

Se observi aparitia unor erori mult mai mari, comparativ cu valorile (5.12). Normele
maxime ale erorilor sunt

| — Z|loo = 0.139 - 107", || — Z'|| 0o = 0.234 . (5.15)

5.1.2 Metoda Gauss-Jordan

Este similara cu metoda precedenta, cu deosebirea ca produce zerouri atat de-
desubtul cat si deasupra diagonalei principale, reducand astfel matricea initiala
la o matrice diagonala. In acest fel, numé#rul de operatii este cu circa 50% mai
mare (nu este de doud ori mai mare cum ne-am fi agteptat, unele reduceri apar
la determinarea necunoscutelor care nu se mai obtin prin retrosubstituire, ci
direct, printr-o singurd impértire). Ca urmare a numéarului sporit de operatii,
utilizarea metodei Gauss-Jordan la rezolvarea sistemelor de ecuatii nu este justi-
ficata. Aceastd metoda este insa utilizata la calculul numeric al matricei inverse,
operatie pe care o vom prezenta la paragraful 5.1.5. Numarul de operatii, ng s,
pentru metoda de eliminare Gauss-Jordan se calculeaza observand ca la fiecare
etapa s, se calculeaza n — 1 multiplicatori. Algoritmul eliminarii Gauss-Jordan
este dat de (5.10). Rezultd numarul de operatii la eliminarea Gauss-Jordan

n
3n n3

n3
ncJZZ[(H—I)Jr(n—l)(nJrl—S)]=7+n2—7%7+n27 (5.16)

aproximatia fiind valabila pentru n > 1.

5.1.3 Propagarea erorilor la metodele de eliminare. Rafi-
narea solutiei

Formula de calcul a coeficientilor matricei extinse este data de relatiile (5.6) pe
care le retranscriem sub forma

o) = al) gl () G e ST T AT T
W5 = Wi fagst, jes+In+1, (5.17)

3Elementele matricei Hilbert sunt date de relatia h;; = 1/(i + j + 1). Matri-
cea Hilbert este un caz tipic de matrice rau conditionata; spre exemplu numarul de
condl‘glonare al matricei Hilbert de 5 x 5 este de ordinul 10° iar pentru 6 x 6 este de
ordinul 107.
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unde i € s+ 1,n, s € 1,n — 1 la procedeul Gausssii=1,2,...s—1,s+1,...n,
s € 1,n la procedeul Gauss-Jordan. Rezulta eroarea relativa totald

“ e o) oD =1
s i, 5— 1,8 5,7 /
g = g . —_——c +€S y 518
1,7 o) v (s=1) (s) ( )
4,7 8,8 ]
g = sgfs_l) + 5Sj_1) —el e tea.

In expresia (5.18) s-a tinut seama de propagarea erorilor la scidere (sau sumare),
la produs si la Impartire, dupa regulile date in capitolul 4. Marginea erorii
relative totale este

(s—1) (s—1) (s—1)

(s) —t [ | % Qs Qg

;7 <5-10 . +5 | + 11, (5.19)
o7 || ST

unde ¢ este numarul de cifre semnificative cu care se lucreaza. Se observa ca
singurul factor asupra caruia se poate actiona este pivotul af;i:” a carui valoare
in modul se recomanda, in general, sa fie cat mai mare. In legatura cu strategia
pivotului maxim, se poate face insa si urmatoarea remarca: deoarece, conform
relatiei (5.35), produsul pivotilor este in modul egal cu valoarea lui det A, rezulta
ca introducerea de pivoti mari, in modul, in primele etape de eliminare, va
implica In mod obligatoriu aparitia unor pivoti mici in etapele finale, cu atat
mai devreme cu cat valoarea absolutd a determinantului matricei A este mai
mica. Prin urmare, este posibila o strategie optima de alegere a pivotilor.

Un aspect gi mai important legat de strategia alegerii pivotului il constituie
scalarea ecuatiilor (sau preconditionarea prin echilibrare), care poate fi facuta
atat pe linii cat si pe coloane. Pentru a intelege mai bine care este problema,
sa presupunem ca inmultim una din liniile sistemului cu un numar foarte mare.
Acest lucru nu modifica teoretic solutia sistemului dar avem mari gsanse ca ele-
mentul maxim In modul sa se afle pe aceasta linie, chiar daca acest lucru nu
s-ar fi intamplat cu linia originald. Este necesara deci scalarea matricei care
consta In Inmultirea fiecarei linii cu cate un multiplicator r; astfel incat eleme-
tele mazime in modul de pe fiecare linie sd fie egale cu unitatea. Sistemul (5.1)
devine

n
Zr,;aivjxj = T‘ibi, T = 1/ ma_x\aij|, xS 1,_7l 5 (520)
j=1 JjEln
Pentru a reduce pe cat de mult posibil erorile de rotunjire, multiplicatorul se
alege de forma 1/2™ astfel incat elementele maxime de pe fiecare linie s8 fie cat
mai apropiate de unitate. In cazul in care se calculeazi inversa sau determinan-
tul, acesti multiplicatori trebuie memorat;i.

Similar, preconditionarea prin echilibrare pe coloane, consta in transformarea

sistemului (5.1) In sistemul echivalent

> pjai(w;/p;) = bi, pj =1/ max |ai;|, j€T,n, (5.21)
j=1 i€l,n
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Tot pe linia obtinerii unei unei precizii cat mai bune se inscrie si rafinarea
solutiei, care consta in imbunatatirea solutiei printr-un proces iterativ. Notand
cu e vectorul eroare si cu T vectorul solutiei aproximative gasite, inlocuind In
sistemul (5.2) vom obtine o valoare b # b

Az =b, z=2—e¢, (5.22)
adica apare o diferenta fata de vectorul b, diferenta pe care o vom nota cu 3
B=b—b. (5.23)
Prin scaderea ecuatiilor (5.2) si (5.22), se obtine un sistemul
Ae=p, (5.24)

care are aceeagi matrice cu sistemul initial. Prin urmare, sistemul (5.24) se
rezolva cu acelagi algoritm, nefiind necesare decat operatiile de eliminare aplicate
asupra termenilor liberi. Se obtine solutia rafinata

I,=T+e. (5.25)

Evident, nici aceastd solutie (5.25) nu este exactd, deoarece la determinarea
vectorului eroare e se introduc aceleasi erori ca la rezolvarea sistemului initial
(5.2), prin transformarile efectuate asupra matricei A. O noua rafinare, plecidnd
de la x; este posibila, dar aceasta nu imbunatateste in mod necesar solutia
sistemului. Conditii suficiente pentru corectarea solutiei se vor da la paragraful
5.1.7.

ExeEmMPLU. Reludm exemplul (5.11). Indiferent de metoda utilizata, solutia trebuie
verificatd in sistem. In acest fel, se giseste vectorul erorilor 3 (5.23)

Solutia B B2 B3 ll8lloo /1Bl 0
(5.13) 0.944-1072 0 —0.5-107%2 0.47-1072
(5.14) 0.328-1002 0 0.38-10° 0.19 - 10°

Se constatd c8, in cazul solutiei (5.14), existd o eroare relativd mare (circa 20%) in
termenii liberi, deci se impune rafinarea solutiei. Presupunind c& efectudm asupra
matricei A aceleasi operatii care ne-au condus la solutia (5.14), sistemul (5.24) pentru
determinarea vectorului eroare e conduce la matricea

8 2 -3 | 0 8 2 -3 | 0
0 |[-0.028 1.38 | 0.00328 | — | 0 —0.028 1.38 | 0.00328 |,
0 1.75 —4.63 | 0.38 0 0 81.6 | 0.585

cu solutia

e3=0.717-1072, e2 = 0.236 - 10°, e; = —0.563 - 10"
Solutia corectata este
z5 =0.165- 10", 4 =0.450- 10", z, = —0.756, (T) =T} + ;) ,
cu norma maxima a erorii
|z —&"||c =0.4-107" .

Se observi o reducere a normei erorii absolute in raport cu solutia ', dar rezultatul este
sub precizia realizati cu pivotare, chiar frd rafinare (5.12), care are norma maxima
datd de (5.15).
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5.1.4 Interpretarea matriceala a metodelor de eliminare

Eliminarea elementelor de pe coloane este echivalentd cu inmultirea matricei
A cu anumite matrice simple. Spre exemplu, in prima etapa, matricea A este
inmultita la stdnga cu o matrice notata cu Ly, in a doua etapa cu o matrice Lo,
s.a.m.d. Se verifica direct ci aceste matrice sunt de forma

1 0 0 1 0 ... ... 0
—ma 1 0 0 1 0

Li=| —m31 0 0], La=1| 0 —mg3p 01,
Mg 0 .. 01 0 —mmps o .. 1

adica se obtin din matricea unitate de dimensiuni n X n prin introducerea mul-
tiplicatorilor, cu semn schimbat, in pozitiile specificate chiar prin indicii acestor
multiplicatori. Ca proba, elementul p; ; din matricea produs LA este

Pi1=-—mij1-a11+1-a;1=0¢=23,...,n. (5.26)

In consecintd, in absenta permutarilor de linii si coloane (pe care de fapt le
efectudm pentru obtinerea pivotilor de modul convenabil), se obtine produsul
de matrice

U=Lp1Ly_s.. Lol A, (5.27)

U fiind matricea superior triunghiulard®, obtinuta in etapa n— 1 a eliminarii ga-
ussiene (etapa finald). Vom observa, mai departe, cd matricele Ly, s € 1,n — 1
sunt toate inversabile, avand determinanti egali cu unitatea. Mai mult, se ve-
rificd direct ci matricele inverse L7 ! se obtin din matricele Ly prin schimbarea
semnelor elementelor m; s. Notand cu L = (Lp—1Ly_2. ..Lng)’1 matricea
inversa a transformarilor matricei A (5.27), rezultd ca la eliminarea gaussiana
(fara permutari de linii sau coloane), s-a realizat factorizarea

A=L-U, (5.28)

unde L este o matrice inferior triunghiulara avand elemente egale cu unitatea
pe diagonala principala, iar in rest multiplicatorii utilizati la eliminare

1 0 ... ... 0
ma1 1 e “ o 0

L=L7'L; .. L = | ma1 ms2z 1 ... 0} (5.29)
Mmnp1 Mp2 ... Mp n—1 1

4Literele L si U sunt preluate de la cuvintele din limba englezi lower si upper.
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Pe de alta parte, matricea U, superior triunghiulara, are expresia

a1 ai2 G133 a1,n
1 1 1
ool o]
U= 0 0 az3 azn | . (5.30)
0 0 ... 0 amY

Permutarea de linii sau coloane revine la inmultirea matricei ale carei linii
sau coloane se permuta, cu o matrice de permutare. Vom nota cu P; ; matricea
obtinuta prin permutarea in matricea unitate de aceleagi dimensiuni, a liniilor
sau coloanelor 7 si j. Pentru a permuta lingile ¢ i j dintr-o matrice oarecare, se
inmulteste matricea respectiva cu P; ; la stdnga, iar pentru a permuta coloanele
i §i j, se inmulteste cu P; ; la dreapta. Presupunem c&, spre exemplu, pentru
a ajunge la forma triunghiular U’ s-au folosit atat permutari de linii cat si de
coloane, astfel incat, inainte de a efectua eliminarile in coloana a doua, s-au
permutat liniile ¢, j si coloanele k&, (4,7, k,1 > 2). Se obtine

U'=Lyp_y...LoPi L1 AP, (5.31)

unde P; ; si Py sunt matrice de permutare. Din (5.31) se poate trage conclu-
zia ci, datoritd permutarilor, matricea A nu se mai descompune chiar intr-un
produs de matrice triughiulare. De fapt

A= (L7'PLyt . Lt )U Py (5.32)
unde am tinut cont ca Pi’_j1 = P, ;, sau
P, jAP,, = LU" (5.33)

unde am tinut cont ca operatiile de permutare de linii gi de eliminare sunt
comutative, adica

PigLy'Pij(Ly ' L0 U Pry) = PPl (Ly ' L L U'Py) - (5.34)
Eliminarea gaussiana poate fi utilizata si pentru calculul valorii determinantilor.
Din (5.32) se obtine
— (1" I _ (1) (n—1)(_1\np
det A= (—1)"detU’ = aj 10 a (=1)"» (5.35)

2,2 Ynn

unde n, reprezintd numarul total de permutari de linii si coloane. Deoarece

1)

det A # 0, rezulti ci nici unul dintre pivotii a&?; , (s €1,n) nu poate fi nul.

5.1.5 Calculul matricei inverse

Matricea A este inversabila daca det A # 0, conditie pusa si pentru existenta
solutiei sistemului (5.2). Prin urmare, este de agteptat ca rezolvarea sistemului
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si inversarea matricei A sa fie probleme strans legate. Intr-adevar, matricea B
este inversa matricei A daca

AB=BA=T. (5.36)

Daca luam in considerare prima coloana a matricei B, obtinem

a171 G,LQ e alvn b111 1
as 1 az o e a9 b2A1 0

S | = : (5.37)
an,1 QAp2 .- An,n bn,l 0

adica un sistem de n ecuatii cu n necunoscute. Rezulta deci ca problema deter-
minarii matricei inverse B este echivalenta cu rezolvarea a n sisteme de n ecuatii
cu n necunoscute. Vom considera matricea M de dimensiuni n x 2n, formata
din alaturarea matricei unitate I la matricea A, urméand a aplica transformaéri
matricei A astfel Incat s o aducem la matricea unitate I,

M = [A|I] — [I|4] . (5.38)

In acest scop, se aplica transformaérile de la eliminarea Gauss- Jordan. Rezulta
o relatie de forma

I=D"™T,T, ...P;T\AP:,; , (5.39)

unde P; ;, Py ; reprezintd matricele de permutare, T, s € 1, sunt matrice care
contin multiplicatorii, iar D(™ este o matrice diagonali

T1:L17
1 - . ...

0 ER 0 a0 ... 0

_ 0o 1/ad) ... 0

T2: 0 —ms3 2 . 0 ’D(n): . ,7 . .
. . . . N : (.nil)

0 0 ... 1
0 —Mng ... ... 1 fann

Daca aceleasi transformari la stanga sunt aplicate gi matricei unitate, rezulta o
matrice B avand expresia

B=D"™T,T, ,...P ;T\l . (5.40)
Din (5.39) si (5.40) se obtine
I =BAP; , (5.41)

sau, observand ca P,il = I gi iInmultind egalitatea (5.41) la dreapta si la stinga
cu Py, se obtine

PpIP,, = PkJBAPk,lPkJ, rezulta (Pk)lB)A =1, deci A7l = P..B (542)



5.1. Metode directe 127

adica matricea inversa se obtine din matricea B printr-o permutare de linii, co-
respunzatoare permutarilor de coloane efectuate la cautarea pivotilor in operatiile
de eliminare. Daca s-au efectuat mai multe permutari de coloane, spre exemplu

I =BAP;, 1, Py, ... Py (5.43)

molm

rezulta

Al = (Pkm,lm .. (Pk2,l2 (thllB)) .. ) s (544)

adica permutarile de linii In matricea B se efectueaza in ordine inversa fata de
permutarile de coloane efectuate in matricea A. Daca la cautarea pivotilor nu
se folosesc schimbari de coloane, atunci A~ = B.

Lasand la o parte permutarile, numarul de operatii la inversare este

Ninw = 30°/2 —2n% +5n/2 + 1 ~ 3n®/2 — 2n%, (n > 1) . (5.45)

Se observa cd numdrul de operatii la inversarea matricelor mari (n > 40) este
de circa 3 ori mai mare decat pentru eliminarea Gauss-Jordan si de 4.5 ori
mai mare decat la eliminarea Gauss. Numarul de operatii se poate reduce insa
tindnd seama de forma particulard a matricei unitate. Intr-adevir, in prima
etapd a elimindrii, matricea I (plasatd in coloanele n + 1, 2n) sau orice matrice
de permutare F; ; care ar putea aparea In locul ei in urma alegerii pivotului,
contine doar un element nenul pe fiecare linie. In urma elimingrii din prima
etapa, coloanele n + 1...2n vor forma o matrice cu cel mult doua elemente
nenule pe fiecare linie cu care se va opera in etapa a doua, s.a.m.d. In etapa s,
se va opera cu cel mult s elemente diferite de zero pe linia pivotului, in coloanele
n+1...2n. Ca urmare, numarul de operatii poate fi redus la expresia

Ninpt =n° —n? + 1 n® —n? | (5.46)
deci, aproape de 1.5 ori mai mic fatd de (5.45) in cazul matricelor mari. Aceastd
reducere se face pe seama tinerii evidentei pozitiilor elementelor nenule din linia
pivotului. Aceasta evidenta nu este dificila deoarece, la fiecare etapa se adauga
o coloana noua la precedentele. In final, vom observa ca permutarile de linii
(singurele care se aplicad pe pozitia ocupata initial de matricea I') schimba doar
porzitiile elementelor nenule (nu i numarul acestora).

Determinarea matricei inverse am vazut ca este echivalenta cu rezolvarea a
n sisteme de n ecuatii simultane (cu aceeagi matrice A), avand ca termeni liberi
coloanele matricei I, iar ca necunoscute elementele matricei inverse. Aceeasi
problema poate fi rezolvata gi prin eliminare gaussiana, retrosubstituirea pentru
gasirea celor n? necunoscute cerand insd n?(n+1)/2 operatii. In aceste conditii,
numarul de operatii pentru inversare este

(a) fara considerarea zerourilor din matricea unitate

Ninve = 4n° /3 —n/3 ; (5.47)
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(b) cu considerarea zerourilor din matricea unitate
Ninws = n° +n?/2 —n/2 . (5.48)
Se observa ca nipye < Niny, 1N tIMP Ce Nipy3 > Ninwl -

EXEMPLU. Ne propunem si calculdm inversa matricei A a sistemului (5.11). Vom
folosi metoda Gauss-Jordan cu pivotare totala pentru matricea extinsa. Avem succesiv

[1 02222 1 | 1 0 ollwb 2 -3 ] 01 0
8 2 =3 ] 0 1 0|2 T 0202 1 | 100
1 2 -5 ] 00 1 1 2 -5 | 0 0 1
8 2 -3 | 0 1
=10 —00278 1375 | 1 —0125 0 ]
0 175 —4625 | 0 —0.125 1
8 2 3 |0 1 0

lo—l
=500 |-4.625 .75 | 1 —0125 1

2Tl 0 1375 —0.0278 | 0 —0.125 0
8 0 08649 | 0 1.081  —0.6486
=21 0 —4625 175 | 1 —0.125 1
0 0 | 0 -0.1622 0.2973
8 0 0 | -1.756 1366 —1.171
=3 [ 0 —4.625 0 | —3.553 04513 —0.0564 ]
0 0 04925 | 1 —0.1622 0.2973
B [1 0 0 | —02195 0171 —0.1463]
=10 1 0 | 0768 —0.09758 0.0122
0 0 1 | 2030 —0.3293 0.06037

(5.49)

Calculele au fost efectuate cu 4 cifre semnificative. Deoarece am permutat coloanele
2 gi 3 pentru aducerea valorii —4.625 pe pozitia pivotului, matricea inversa By se
obtine din (5.49) prin permutarea liniilor 2 §i 3 in matricea formata cu ultimele trei
coloane

-0.2195  0.1707 —0.1463
By = 2.030 —0.3293  0.6037 . (5.50)
0.7683  —0.09758 0.0122

5.1.6 Relatia Sherman-Morisson

Fie matricea A pentru care am calculat, cu un efort apreciabil, o aproximatie
a inversei, B = A~!. S& presupunem ci in matricea A sunt citeva elemente
care suferd mici modificari (se poate modifica numai un element, sau o linie, sau
o coloand, etc.). Se pune problema de a folosi munca depusad anterior pentru
calculul matricei inverse B. Acest lucru se poate realiza cu formula Sherman-
Morisson

(A+u-v) =471 — (A ) (AT /(1 +vA 1), (5.51)
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unde u gi v sunt doi vectori cu ajutorul carora putem exprima schimbarea din
matricea A de forma

A— Atu-vl. (5.52)

Spre exemplu, daca se modifica linia ¢ din matricea A, trebuie ca u; = 0,
j € 1,n\{i}, u; = 1, iar vectorul v contine valorile cu care se modifici elementele
a; j, j € 1,n. Analog, pentru a modifica coloana j, v; = 0, i € 1,n\ {j}, v; = 1,
iar vectorul u contine valorile cu care se modifica elementele a; ;, ¢ € 1,n.

5.1.7 Rafinarea matricel inverse

Deoarece in cursul calculelor se produc erori de rotunjire, matricea B, obtinuta
prin oricare din procedeele prezentate, nu este chiar matricea A~'. Fie By
inversa matricei A, obtinuta initial. Putem defini o matrice a erorilor, Fy, prin
relatia

Fy=1— AB,. (5.53)

Evident, daca By este exacta, atunci F = 0. Sa presupunem ca erorile sunt
suficient de mici, astfel incat

[Foll < 1, (5.54)

unde || Fp|| reprezintd o norma oarecare a matricei Fy (vezi gi paragraful 5.4).
Mai departe, vom construi un sir de iteratii astfel incat

Fpy1=1—ABpy1, Fry1 = F2, kE=0,1,2,... (5.55)
Tindnd cont de (5.54), atunci Fj, — 0, deoarece

1Bl = 11| < (1ol — 0, pentru k — oo . (5.56)
Din (5.55) se deduc succesiv

Fii1 = FyFy = (I — ABy)F), = F, — AB,F, =

— [ — ABy — AByFy = I — A(By + BiFy) = T — ABpy1 (5-57)
sau comparand ultimele doud egalitati (5.57)
Bk+1 = B, + BLF}, = Bk(.[ + Fk) =28y — BkABk, k=0,1,2,... (558)

Relatia (5.58) aratd cum trebuie construite inversele cu o precizie din ce in ce
mai bund, daci este realizatd conditia (5.54). Din relatia (5.55) se poate scrie

A oy =A™ — Bry (5.59)
Rezulta eroarea relativa la inversare, in norma

I6A™ Ik /IATHI = A" = B | /IATH < ([Pl - (5.60)
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Odata gasita o inversa suficient de exactd, se poate obtine si o solutie rafinata
a sistemului (5.2)

x=A"'b=Bpb k>1. (5.61)
Deoarece procesul de rafinare contine inmultiri de matrice care necesit4 circa n®

operatii, este de dorit ca || Fpl|| sd fie cit mai mica in raport cu unitatea, adica

inversarea initiala sa fie cat mai buna.
EXEMPLU. Matricea erorilor pentru matricea inversd By data de (5.50) este

134 7.046 —4.214
Fo=10""-] 90 20 —40 , (5.62)
100 —-10  —10

cu norma
| Folloc = 107°(90 + 20 +40) = 1.5- 107> < 1.
Deoarece ||Fplloo < 1, putem rafina inversa By folosind (5.58), unde apare corectia

—2.208 3.33 —4.44
ByFy =107"" 57.94 1.68 —1.419
2.731  3.339 0.544

Se obtine matricea rafinatad Bi si matricea erorilor F; date de

—0.2195 0171  —0.1463 3.923 2775 —2.962
Bi=| 20306 —0.3293 06037 |,F =10"%| —9.94 1434 —7.793
0.7683  —0.09758  0.0122 5.6 —6.046 0.786

(5.63)

Folosind inversele By si B1 pentru rezolvarea sistemului (5.11), se obtin solutiile
9 = Bob = (—0.756, 4.993, 1.6464)", 2 = Byb = (—0.7561, 4.9941, 1.6464)"
cu vectorii eroare dati de
e =107" . (—9.756, 90.024, —5.854)", ¢ = 107" . (0.244, —19.76, —5.854)" .

Eroarea relativa la inversare data de relatia (5.60) in norma |||/ este pentru matricea
nerafinatd By datd de (5.50)

1604 oo /1A oo < [[Folloc = 151077 ,
iar pentru matricea rafinatd B1 data de (5.63) este

8147 oo /AT oo < || Filloo = 0.32-107° .
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5.1.8 Efectele erorilor din datele initiale

Daca in datele initiale ale sistemului (5.1) existé erori, acestea pot fi amplificate
in calcul mai mult sau mai putin, In functie de numarul de conditionare al
matricei sistemului. Numdrul de conditionare (sau indicele de conditionare) al
unei matrice A, nesingulare, este notat cu p(A) si are, prin definitie, expresia

p(A) = Al A7 =1 (5.64)

Cu cat p(A) este mai mare, cu atdt matricea este mai rau conditionaté, calculul
matricei inverse fiind mai dificil de efectuat. De aceea, este mai utila definitia
(5.85) pe care o vom da in paragraful 5.1.10.

EXEMPLU. Numérul de conditionare al matricei A din exemplul (5.11) calculat
cu relatia (5.64), folosind norma || - ||oc i cu matricea inversi nerafinata By datd de
(5.50) este

f1oo(A) = [|Allss|| Bolloo = 13 - 2.962 = 38.5

adica amplificarea erorilor este moderata.
Sa presupunem ca, In matricea initiala A, s-a introdus perturbatia J A astfel
incat eroarea relativa, In norma, satisface inegalitatea

|6A]-]|A7Y < 1. (5.65)

Sa presupunem ca si vectorul b este dat cu eroarea 0b. In consecinta, va rezulta
o imprecizie dz in solutie, astfel incat

(A4 0A)(x +6x) =b+ b, (5.66)
sau, tinand cont de (5.1)

0A-x+ (A+5A)dx =db. (5.67)
Din (5.67) se obtine succesiv

5z = (A+6A)"1(8b— 6Ax) = [A(I + A~16A)] "1 (6b — 6A ) =
= (I + A 16A) 1A (6b— 5Ax)

(5.68)
Inegalitatea (5.65) implicd insa
(I +A76A) T < (1= ATIADT < (1 = A7 - oA~ . (5.69)
iar din (5.1) se obtine
17 < (1Al - o) =" (5.70)
Utilizand (5.68), rezulta

16l < (1 = AT /I0AINTHI AT N (ol + I8A] - fl[1) (5.71)
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sau, Impartind cu ||z|| # 0 si utilizdnd (5.70)

[[6| 1(A) 166 oAl
fol = = a(A)BAI/IAT < ol ||A||> '

(5.72)

Semnul “egal” in (5.72) corespunde matricelor hermitice, cu norma spectrala.
Se observa importanta numéarului de conditionare p(A) in amplificarea erorilor
initiale. Legat de eroarea la inversarea matricei A, se stabileste o expresie
similara cu (5.72)

[(A+64)7"—ATY| _ p(A) 15A]
A= = L= u(A)[[SA[l/[IAL (Al

(5.73)

5.1.9 Factorizarea L-U

Dupéa cum am vazul la paragraful 5.1.4, metoda eliminérii gaussiane fara per-
mutari de linii sau coloane este echivalenta cu descompunerea matricei A intr-un
produs dintre o matrice superior triunghiulara L i una inferior triunghiulara U

A=L-U, (5.74)
adica
Lhyr O 0 Uil U2 UL,
12’1 12’2 e 0 0 Ug2 ... U2.n
A= . . . : . S ) . (5.75)
ln 1 ln 2 ln n 0 0 0 Un,n

Putem folosi descompunerea (5.74) pentru a rezolva sistemul (5.2) tindnd cont
de asociativitatea produsului de matrice

Az = (LU)x = L(Uxz) =b , (5.76)
rezolvand pe rand sistemele
Lz=b,Uzx=z. (5.77)

Sistemele (5.77) se rezovd cu usuringd datoritd faptului ci matricele L si U
sunt triunghiulare. Relatia (5.75) reprezintd un sistem de n? ecuatii cu n? +n
necunoscute, deci trebuie precizate n dintre necunoscute. Cele mai utilizate
alegeri sunt date de factorizarea Doolittle cand se aleg l; ; = 1, factorizarea Crout
cand se aleg u;; = 1 si factorizarea Cholesky cand U = LT, deci lii = ;.
Factorizarea Cholesky este posibila numai dacid matricea A este simetrica si
pozitiv definita®.

50 matrice se numeste pozitiv definitd daci pentru orice vector x # 0, avem zT Az > 0.
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Algoritmul de calcul pentru factorizarea LU se determina relativ ugor dezvoltand

relatia (5.75) i este dat de (5.78)-sténga.

k=1:n
k=1:n [ [Se alege i i, se determind
[ [Se alege uy, i, sau Iy x, Uy} care se pastreazd in
se determind Iy j sau uy | locatia ag, ]
k—1 k—1
U Uk o < Qs — D i sUs k (Grk — D Ak sQs,k)
s=1 s=1
i=k+1):n k ke lek
Je—1 i=(k+1):n
k—1 Mo
J =1
(akﬂ' - E lk,SuS,j) k—1
s=1
Uk,j - (@ — 22 ar,sas,;)
Uk ‘ s=1
k—1 Ak, < e r
(aie — 3 lisusk) fd
‘:1
lig — > (@ik — D @ists k)
U =
L L k,k aig — s=1
L | O,k

(5.78)

In partea dreaptd este dat algoritmul in care se aleg valorile Iy , k € 1,n, care
se memoreaza separat, iar elementele I; ;, i € 2,n, 5 €1,i—1, upmp, m € 1,n,
p € T, n, se plaseaza pe locul elementelor matricei A.

Din (5.78) observa cd pentru a putea obtine factorizarea LU este necesar
ca Ik si ugy sa fie nenule. Factorizarea LU poate fi implementata eficient
folosind tehnica pivotului partial, caz in care PA = LU, iar solutia se obtine
rezolvand sistemul echivalent LU = Pb, unde P este matricea care contine
toate permutarile de linii efectate asupra matricei A pe parcursul procesului de
factorizare. Conditiile in care o matrice admite o factorizare LU sunt incluse in
urmatoarele teoreme pe care le dam fara demonstratie:

Teorema. Dacd minorii principali ai matricei A sunt nenuli, atunci aceasta
admite o factorizare LU.

Teorema. Dacd A este o matrice reala, simetrica si pozitiv definita, atunci ea
admite o factorizare LU unici, in care U = L.

In cazul in care A este o matrice reald, simetrica si pozitiv definita, descom-
punerea A = LLT se numeste factorizarea Cholesky si este data de algoritmul
(5.79).

k=1:n

ok — (arr — 25;11 li,s)lﬂ
i=k+1):n (5.79)

i — (a;p — 215;1 lislie,s) /Ui ke
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5.1.10 Descompunerea SV D

In unele cazuri, metodele prezentate anterior esueaza datorita matricei sistemu-
lui care are determinantul foarte mic ca valoare absoluta. Altfel spus, una din
liniile sistemului este aproape o combinatie liniard a celorlalte 1inii®. In aceste
situatii se recomanda descompunerea SV D7 pe care o prezentim in acest para-
graf. Dam fara demostratie urméatoarea teorema:

Teorema Oricare ar fi matricea A de m linii gi n coloane, cu m > n, ea poate
fi descompusa intr-un produs de trei matrice

A=U-w.-vT | (5.80)

unde U este o matrice ortogonala m x n, W este o matrice diagonala n x n, iar
V este o matrice ortogonala n x n.
Matricele U si V' au coloanele ortonormate, adica

Urv=v'v=r, (5.81)

unde I este matricea unitate n X n. Important este faptul ca descompunerea
(5.80) poate fi facutd si in cazul in care matricea A este singulars.

In cazul in care matricea A este patratd (m = n), sistemul (5.2) se rezolva
usgor, deoarece inversele matricelor U, V si W se calculeaza imediat tinand cont
de (5.81) si deci

AT =V - diag(1/w;) - U, (5.82)
iar solutia sistemului (5.2) este
=V -[diag(1/w;)] - (UT -b) . (5.83)

Daca matricea A este singulara, unul sau mai multe din elementele w; sunt nule,
iar sistemul (5.2) este nedeterminat si poate fi compatibil sau incompatibil dupa
cum rangul matricei A este sau nu egal cu rangul matricei extinse A’. Daci
sistemul (5.2) este compatibil, se poate arita ci o solutie particulard poate fi
obtinuta prin inlocuirea elementelor infinite din (5.83) cu zero (adicd in loc
de 1/w; = oo vom pune w; = 0!). Daca procedam in acelasi fel in cazul in
care sistemul (5.83) este incompatibil, se poate demonstra ca solutia obtinuta
minimizeaza reziduul

R= Az - b, (5.84)

adica vectorul z satisface cel mai bine (5.2) in sensul celor mai mici patrate.
In cazul in care matricea A este aproape singulara, unul sau mai multe
elemente w; au valori foarte mici In modul. Spunem in acest caz c& matricea

SSpunem in acest caz ci matricea A este aproape singulard.
"Initialele SV D provin de la cuvintele din limba englezs Singular Value Decomposition.
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A este rau conditionatd. Numdrul de conditionare al matricei A poate fi definit
de raportul (vezi si (5.64))

/J/(A) = wmax/wmin ) (585)
unde
Wmax = Max |wz|a Wpin = Min |wz| . (586)

Cu cat numarul de conditionare este mai mare, cu atat matricea A este mai rau
conditionatd (vezi paragraful 5.1.8), iar una sau mai multe ecuatii sunt foarte
aproape de niste combinatii liniare ale celorlate ecuatii. Metodele de eliminare,
chiar gi cu pivotare totala, pot esua in astfel de cazuri. Folosind descompunerea
(5.80), solutia obtinuta (5.83) este efectatd de prezenta elemetelor w; foarte mici
in modul. O modalitate de a evita astfel de probleme consta in renuntarea la
ecuatiile care sunt foarte aproape de niste combinatii liniare ale celorlate ecuatii
(si deci care nu aduc informatii suplimentare), ceea ce ce se poate realiza prin
inlocuirea cu zero a elementelor 1/w; foarte mari in modul. Se obtin astfel solutii
care au reziduul R dat de (5.84) mai mic decét cel dat de solutia obtinuta cu
valorile 1/w; ce rezulta din descompunerea (5.80).

Pentru cazul in care numarul de ecuatii este mai mic decat numarul de
necunoscute (m < n), se poate obtine o solutie particulard addugéand n — m
linii de zerouri in matricea A obtindnd o matrice patrata n x n, efectuand apoi
descompunerea (5.80) gi inlocuind cu zero termenii 1/w; ce corespund valorilor
w; mici in modul.

Tehnica descompunerii (5.80) are implementari puternice in toate bibliotecile
matematice de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare. Algoritmii folositi sunt
relativ sofisticati, depasind cadrul acestei lucrari, fiind folositi in cazurile dificile
ale sistemelor cu matrice mari si rau conditionate.

5.1.11 Sisteme cu matrice rare

In practica apar deseori sisteme mari a caror matrice prezinta foarte multe ele-
mente nule. Astfel de matrice se numesc matrice rare. Aplicarea metodelor de
eliminare in forma standard devine neeconomici, atat din punct de vedere al
timpului de calcul cat si din punct de vedere al memoriei utilizate. Se utilizeaza
in acest scop tehnici speciale de memorare in formda compactd a elementelor ne-
nule ale matricei, precum si metode de ordonare care urmaresc, prin intermediul
unor secvente de pivotare, minimizarea numarului de elemente nenule nou cre-
ate in procesul de eliminare. Ne propunem descrierea sumara a principiilor care
stau la baza lucrului cu matrice rare, o prezentare mai amanuntita depagind
cadrul acestei carti.

Majoritatea metodelor utilizate pentru rezolvarea sistemelor cu matrice rare
sunt metode de eliminare de tip Gauss sau metode de factorizare LU, la care
se acorda o atentie deosebita elementelor nule in scopul micgorarii volumului de
calcul si a memoriei utilizate. Aplicarea eficienta si cu succes a metodelor directe
in rezolvarea sistemelor cu matrice rare depinde de cat de “ordonata” (simpla)
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Figura 5.1: Forme speciale de matrice rare.

este structura matricei. In bibliotecile matematice sunt implementate tehnici
de analiza a structurii matricei si de transformare a acesteia intr-o structura
suficient de ordonatid. Aceste prelucrari au ca rezultat si o crestere a numarului
de conditionare a matricei, efect nedorit care se poate ameliora prin echilibrarea
(scalarea) matricei, tehnica descrisa la paragraful 5.1.3.

In figura 5.1 sunt reprezentate principalele forme speciale de matrice rare.
Aceste forme speciale au avantajul ca permit evitarea aparitiei elementelor ne-
nule 1n afara zonelor hagurate.

Sistemele cu matrice banda rezulta in general din discretizarea ecuatiilor
cu derivate partiale. Un caz simplu al matricelor de tip banda a fost descris
la interpolarea cu functii spline cubice, paragraful 1.1.2. Pentru sistemele cu
matrice banda, metodele directe de eliminare sau factorizare se dovedesc in
general eficiente, cu exceptia cazurilor in care dimensiunea sistemului este foarte
mare, cand se recomanda metodele iterative sau combinatii intre metode directe
si iterative.

Problema principala care se pune in cazul matricei banda este memorarea
cat mai eficienta a acesteia. Cea mai simpla schema de memorare a unei matrice
simetrice cu latimea benzii egald cu 2b — 1 (figura 5.1) cu elementele a; ; = 0
pentru |i — j| > b, constd in memorarea doar a elementelor de pe diagonala
principald si a celor de sub ea (j < i), avand nevoie de un vector v de dimensiune
n+mn—1)+...4(n—>b+1) =b2n—b+1)/2. In cazul in care memorim
matricea pe linii, elementul a;; se va gasi in vectorul v pe pozitia k = [1 +
24+ ...+ -] +j=1i(G—-1)/2+j daca i < b. Daca i > b, vom avea
1424...4b=0(b+1)/2 elemente pe primele b linii, apoi b(i —b— 1) elemente
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pana la linia ¢ — 1 inclusiv gi j — (¢ — b) elemente pe linia ¢, deci elementul a; ; se
va gisi pe pozitia (b—1)i —b(b—1)/2+ 5. In cazul matricelor mari care contin
multe elemente nule in interiorul benzii, se pot folosi scheme adecvate care sa
memoreze numai elementele nenule.

Pentru memorarea unei matrice inferior triunghiulara este nevoie de un vec-
tor v de dimensiune 1 +2+...4+n =n(n+ 1)/2 elemente. Daci matricea este
pastrata pe linii, elementele ei sunt memorate in ordinea a1, a2 1, az,2, as1,
asz2, as 3, @41 ..., elementul a; ; avand in vectorul v pozitia (i — 1)/2 + j.

Pentru memorarea unei matrice rare oarecare exista mai multe tehnici dintre
care amintim: memorare prin identificare binara, memorare compacta aleatoare,
memorare compacta sistematica, memorare prin utilizarea adreselor inlantuite,
s.a. De regula, o tehnicd de memorare care minimizeaza capacitatea de memorie
utilizata plategte pretul unui timp mai mare de calcul si viceversa. Pentru exem-
plificare, prezentam pe scurt doua tehnici: memorare prin identificare binara si
memorare compacta sistematica. Vom folosi ca exemplu matricea

ain 0 a3 O 0
0 0 0 0 0
A= 0 0 me 0 as | (5.87)

5
aq,1 0 0 a4.4 0

Matricea se memoreaza folosind doua zone: o zond primard in care sunt memo-
rate elementele nenule ale matricei A si o zond secundara in care sunt pastrate
informatii necesare gasirii rapide a acestora. Ambele tehnici folosesc o zona
primara reprezentata de vectorul

v=(a1,1,01,3,033,03,5,04,1,04,4)- (5.88)

In cazul memordrii prin identificare binard, zona secundara se bazeaza pe
natura binara a sistemului de calcul. Pentru fiecare element a; ; al matricei A
se memoreaza o cifra binara: 0 daca a;; = 0 i 1 daca a;; ~0. Pentru matricea
(5.87), zona secundara va fi data de succesiunea de cifre binare

1 0100O0O0O0OO0OO0OO0OO0O1O0OT1T1TO0O0T10Q®0

Aceastd schemd necesitd calcule complicate (care si permitd accesul la bit)
pentru identificarea pozitiei elementelor matricei.

In cazul memordrii compacte sistematice, avem doua zone secundare, prima
in care se memoreaza indicii de coloana cj al elementului vy, iar cea de a doua
in care se memoreaza indicele de coloana f; al primului element nenul din fie-
care linie. Pentru matricea (5.87) memorata in vectorul (5.88), cele doud zone
secundare sunt

c= (1a3a3a57174)’ f = (1a3a37173) . (589)

Numarul de elemente nenule de pe linia ¢ este dat de f;y1 — f;. Avem deci
3 — 1 = 2 elemente nenule pe prima linie, 3 — 3 = 0 elemente nenule pe linia
a doua, g.a.m.d. Schema prezentatd nu este potrivitda extragerii informatiilor
asupra coloanelor matricei A, dar se poate concepe o schema in acest sens.
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5.2 Metode iterative

Metodele de eliminare comporta un numar de operatii care cregte la sistemele
mari, cu cubul numarului de ecuatii din sistem, O(n3). Operatii suplimentare
sunt cerute de cautarea pivotilor, in vederea reducerii erorilor de rotunjire. Me-
todele iterative pot conduce la un numar mai mic de operatii pe iteratie. Daca
procedeul iterativ este suficient de rapid convergent se poate obtine o economie
importanta de timp de calcul. In plus, metodele iterative permit mentinerea
structurii initiale a unei matrice rare, rezultand un consum redus de memorie.

Principiul general al metodelor iterative poate fi prezentat prin analogie cu
metoda iteratiei simple (vezi 3.2.1) de rezolvare a ecuatiei F(x) = 0, in care
ecuatia originala este transcrisa ca

x = f(x), (5.90)
ce conduce la procedeul iterativ
1 = fzg). (5.91)
In cazul sistemelor liniare, Az = b vom forta o descompunere a matricei A
A=A+B-B (5.92)
si vom scrie forma echivalenta a sistemului liniar initial
Brx=c=(B—A)x+b. (5.93)

Analog iteratiei simple, vom considera relatia (5.93) ca o procedura de obtinere a
unei aproximatii imbunitatite a solutiei sistemului z(*+1),| data fiind o aproximatjie
initiald z(®),

Bz = (B — A)z™ +b. (5.94)
Descompunerea (5.92) se alege astfel incat:

1. sirul aproximatiilor {z(®)},cn si fie cat mai rapid convergent citre solutia
sistemului Ax = b;

2. sistemul Bx = c sa fie usor de rezolvat.

5.2.1 Metoda iterativa Jacobi

Metoda iterativa Jacobi folosegte descompunerea
A=D-C, (5.95)

unde D este o matrice diagonald, ce trebuie sa fie nesingulara det D # 0. Siste-
mul Ax = b devine

Dr=Cx+b=x=D'Cx+ D', (5.96)
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si rezulta procesul iterativ

*t) = pe®) g, P=D'C; d=D"'; k=0,1,..., (5.97)
pentru pornirea ciruia este nevoie de specificare unei aproximatii initiale z(?).
Matricea P se numeste matricea rezolvanta a sistemului.

Matricea D poate fi chiar diagonala principala a matricei A, in care caz
exprimarea pe componente a procedeului este

i—1
xz(-kﬂ) = (b; — Zai,jxg.k) Z ama: /am, i=1,n, (5.98)
j=1

Jj=i1+1

cu a;; # 0. O generalizare a procedeului consta in separarea elementelor de pe
diagonala principala a;; = a; ; + a};, a; ; # 0, rezultand procedeul

xz(-kﬂ) = (bi —aj ;@ Ek) Zawx Z awx(k) a;;,i=1,n. (5.99)
Jj=i+1

Va trebui s& stabilim in ce conditii sirurile (5.98) sau (5.99) converg spre
solutia sistemului Az = b. Pentru a determina o conditie suficienta de convergenta,
vom nota cu z solutia exacti si cu e®) eroarea in aproximatia k

B =g — ) (5.100)

el
Facand diferenta ecuatiilor (5.96) si (5.97), se obtine imediat
et D) — pek) (5.101)

sau, trecand la norme si notand cu e(?) eroarea initiald

0 < Py

Ol < 1P fles0) <<t @) (s102)

In consecinta, o conditie suficientd de convergenta a procedeului iterativ Jacobi
este ca norma matricei rezolvante sa fie subunitara

[Pl <1. (5.103)

Desigur, matricea rezolvantda P depinde de matricea D extrasa din A. Este
avantajos, prin urmare, si facem descompunerea astfel incat ||P| si fie cat
mai micd. In mod uzual, se extrage intreaga diagonala a matricei A, adica
se utilizeazd sirul (5.98). In acest caz, indeplinirea oricireia dintre conditiile
urmatoare este suficienta pentru a asigura convergenta procedeului Jacobi:

(a) diagonal-dominanta matricei A pe linii

|a; q| > Z la; ;] + Z laijl, i=1,n; (5.104)

J=i+1
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(b) diagonal-dominanta matricei A pe coloane

|aj ;| > Z lai ;| + Z lai;l, J=1n; (5.105)
i=j7+1
(c) satisfacerea relatiei
n i—1 n
Z Z(ai,j/aiyi)z + Z (aiyj/ai,i)Q <1. (5106)
i=1 | j=1 j=I+1

Conditiile (5.104-5.106) se obtin utilizind respectiv norma maxim&, norma
1 gi norma euclidiand pentru matricea rezolvanta P (vezi paragraful 5.4).
Procedeul Jacobi (5.98) se aplicd prin algoritmul

t=1:n

[ dacd |a; ;| < 6 atunci Termen diagonal practic nul; stop.
j=1:n

| [daca i # j atunci a; j «— ma,;

zvechi «— xg; k « 0

repeta
[i=1:n (5.107)
j=1:n
[daca ¢ # j atunci s « s — a, ; zvechi;
TNOU; «— S

AtinsPrecizie «— ||xnou — zvechi|| < e (1 + ||znoul|)
| zvechi « znou; k«—k+1
pana cand AtinsPrecizie sau k > kyax

Marimea § este un numar mic, tipic epsilon masina, ce stabilegte un prag pentru
elementele diagonale. Acolo unde se efectueaza operatii identice asupra tutu-
ror elementelor unui vector nu vom mai transcrie explicit bucla de parcugere
a indicilor. Spre exemplu, prin zvechi < xnou in algoritmul de mai sus se
subintelege

j=1:n
[zvechi; < znou; .

(5.108)

5.2.2 Metoda iterativa Gauss-Seidel

In aceastd metodi, ideea constd in a folosi noile valori ale componentelor vecto-
rului necunoscutelor z**1 imediat ce au fost calculate. Sirul de iteratii (5.98)
se nlocuiegte cu
i—1
xEkH) (b; — Zawx (k+1) Z awx /al int=1n. (5.109)
7j=1 Jj=i+1
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Relatia (5.109) corespunde la descompunerea matricei A intr-o matrice diago-
nala, nesingulara D, o matrice strict inferior triunghiulara 7" si o matrice strict
superior triunghiulara S

A=D-T-5. (5.110)
Matricele T', S au elementele diagonale nule. Procedeul iterativ este
Dz = p 4 7+ 4 g (R) — g (k41 — pa(R) 4 g (5.111)

cu P=(D-T)"1S,d=(D—T) 'b. Conditia de convergenti este, ca si la
metoda Jacobi, ca norma matricei rezolvante P sa fie subunitara

[Pl <1=|(D-T)"'S| <1. (5.112)

Evaluarea inversei (D —T) ™! este costisitoare, necesitand O(n3/6) operatii, ast-
fel incat se cauta conditii mai simple de convergenta a procedeului Gauss-Seidel.
Una dintre ele este: dacd matricea A este diagonal-dominanta pe linii, (5.104),
atunci metoda Gauss-Seidel converge cel putin tot atdat de rapid ca metoda Ja-
cobi. Pentru transcrierea acestei conditii vom folosi urméatoarele notatii

i—1 n
=Y laijfail, a= Y laij/aiil. (5.113)
j=1

j=it1

Conditia de diagonal-dominanta pe linii a matricei A revine la a scrie

r=pit+qg<l, i=1n. (5.114)

Sa demonstram enuntul anterior in aceste conditii. Sistemul de ecuatii Az = b
se scrie sub forma

i—1 n
€Tr; = (bl - Zamxj — Z ai,jxj)/ai’i, 1= 1,n (5.115)
7j=1

j=it1

cu x; valorile exacte ale necunoscutelor si a; ; presupusi nenuli (a; ; # 0). Facand
scidderea membru cu membru a sistemelor de egalitati (5.115) si (5.109), se
obtine

1—1 n
k+1 a; 5 k+1 Q; j k
zi — )Z—Zf(fj—wg - ﬁ(xj—xg ), (5.116)
j=1 7,1 j=i+1 1,

sau, observand c& in (5.116) au aparut componentele vectorului eroare absoluta
i trecand la module

‘e(_kJrl)‘ < S

Jj=1

Qi (k+1 -
a—Jeg N+ Y (5.117)

j=it1

aii (k
%Je§)
s

i,
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Inegalitatea poate fi majorata in continuare, introducand norma maxima a vec-
torului eroare,

e(k)H - max‘eg.’“)‘ . (5.118)

In acest fel, utilizand si notatiile (5.113), se obtine

k
<] v

e<"~‘>H . (5.119)

o0

Inegalitatea (5.119), fiind adevirata pentru orice i = 1,n, este adevirata si
o (k+1)) - .
pentru acel ¢ = ¢* pentru care |e; | este maxim. Deci:

IN

2] = »
oo

e(k'H)H —l—que(k)H = (5.120)

IA

<+

_qf ‘ (k)H 5.121
1 ; e . (5.121)
Pe de alta parte, utilizind conditia (5.114), rezulta

* * * * *, %
4G T =4 Ty — 1Dy

l—pf  1-pf =~ 1-p;

—rr<1. (5.122)

Deoarece, in cazul diagonal-dominantei matricei A, cantitatea r = maxr; re-

prezintd tocmai norma maxima a matricei rezolvante a procedeuluil Jacobi,
(r=|Py]]) din (5.121) rezulta ca rata de micgorare a erorii de la o aproximatie
la alta este mai micd sau cel mult egala cu r, adica procedeul Gauss-Seidel
converge cel putin tot atat de rapid ca procedeul Jacobi.

Pentru aplicatii se recomanda ca, in cazul cand matricea A este dominanta
pe linii, sd se ia startul cu ecuatia ¢ = iy din (5.109) in care se realizeaza
dominanta maxima a elementului diagonal. Prima necunoscuta calculata va fi
Tiy - In acest fel, se realizeazi reducerea maximé a erorii la start, deoarece

pi, =0, ¢, =7;, = minim. (5.123)

In continuare, pot fi ordonate celelalte ecuatii dupa gradul de dominanta a
elementelor diagonale. In cazul cand matricea are elementele dominante pe
coloane (5.105), procedeul Gauss-Seidel este de asemenea convergent.

Exista si alte conditii in care procedeul este convergent. Un alt criteriu,
important pentru aplicatii, este ca iteratia Gauss-Seidel este convergenta daca
matricea A este simetrica si pozitiv definita.
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Algoritmul pentru procedeul Gauss-Seidel este

zvechi «— xg; xnou «— xg; k «— 0;

repeta
1=1:n
s+ b;
j=1:n
[dacd i # j atunci s < s — a; j Tnou; (5.124)
TNOU; +— 8

AtinsPrecizie — ||xnou — zvechi| < e (1 + ||xnoul|)
| zvechi «— znou; k—k+1
pana cand AtinsPrecizie sau k > kpyax -

Se observa aseméanarea cu algoritmul pentru metoda Jacobi (5.107). Ca si in acel
algoritm s-a considerat ca liniile matricei A si ale vectorului b au fost Impartite
la termenii de pe diagonala.Vectorul zvechi este utilizat numai in conditia de
stabilire a convergentei.

5.2.3 Accelerarea convergentei metodelor iterative

Accelerarea convergentei procedeelor iterative este posibila dacd avem informa-
tii privind valorile proprii ale matricei rezolvante. Intr-adevar, conditia necesara
si suficientd pentru ca orice metoda iterativa sa fie convergenta este

p(P) = max |\;| < 1 (5.125)

unde );, i = 1, n sunt valorile proprii ale matricei P. Valoarea proprie maxima
in modul este numitd raza spectrald si se noteaza cu p(P). Dificultatea aplicarii
acestui criteriu consta in faptul ca, in general, problema determinarii valorilor
proprii ale unei matrice este mai complicata decat problema rezolvarii sistemu-
lui Ax = b. De aceea, se cautd obtinerea unor metode de accelerare care sa
ocoleasca problema determinarii valorilor proprii, utilizand informatii minime.
Vom da doua exemple.

Cazul matricelor pozitiv definite.

Exista sisteme ale caror matrice A sunt cunoscute ca fiind pozitiv definite (de
obicei gi simetrice), adicd avand valorile proprii pozitive. Fie m cea mai mica si
M cea mai mare valoare proprie (M > m > 0). Aceste valori (vezi Cap. 6) se

determina mai ugor.
Se defineste sirul de iteratii

2D = 20 4 3(h — Az®) = (I — BA)2™ + 6b, (5.126)

care amintegte de tehnica folosita pentru accelerarea convergentei iteratiei sim-
ple (3.19). Matricea rezolvanta este

P=1-3A, MP)=1-B\A) (5.127)
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avand valorile proprii A(P) functii de parametrul de accelerare 5. Valoarea
minim4 a lui max |A(P)| se obtine pentru

2 M —m
e P) =
m+ M o(P) M+m

B = <1 (5.128)

si este subunitard pentru orice M, m > 0. Se observa importanta raportului
M /m pentru convergenta procedeului iterativ. Acest raport reprezinta o evalu-
are a numdrului de conditionare al matricei A, notat pu(A).

Accelerarea convergentei procedeului Gauss-Seidel.

Sirul iterativ (5.126) se poate generaliza introducand o matrice B, usor inver-
sabila, astfel incat

25D = 20 4 3B(b — Ax®) = (I — BBA)z™ + 5Bb. (5.129)

Matricea B si parametrul § se aleg astfel incat matricea rezolvanta a sistemului
(5.129),

P=1-3BA, (5.130)

sa aiba o razd spectrald p(P) cit mai micd. Se observa cé, in cazul procedeului
Jacobi (5.97), se obtine 3 = 1 si B = D~!. Din punctul de vedere al aplicatiilor,
este util sa observam ca procedeele de accelerare a iteratiilor iau in calcul o parte
convenabild din elementul de pe diagonala principald (vezi 5.99). Spre exemplu,
in cazul metodei Gauss-Seidel girul de iteratii (5.109) se inlocuieste prin

i—1 n
ng—i_l) = (1 - 5)39516) + ﬂ(bz - Zai,jl’;k—‘rl) - Z ai,jx§k))/ai7i (5131)
j=1 j=i+1

pentru i = 1,n. Din punct de vedere matriceal, (5.131) este echivalenta cu
descompunerea matricei A sub forma

A=8"'D-B'-1)D-T-8S. (5.132)

Comparand (5.132) cu (5.110) se observa c& singura modificare este reAmpér-
tirea diagonalei matricei A, o operatie putin costisitoare. Sirul iterativ va fi
definit acum sub forma

Dz*tY = (1 = B)Dz™ + BTz Y 4+ 52*) ), (5.133)
de unde, prin inmultire cu D™, se obtine

2 ) = (1= 8)z® 4+ gD~ YTz * D) 1+ 52 ) | (5.134)
expresie echivalents cu (5.131). Explicitand z(**1 din (5.134) se obtine

dBD = (1= D) (L= AL+ BD 7S] 2™ (5.185)
+(I - BD™'T)"'BD b,
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matricea rezolvanta avand expresia
P=(D-8T)"'[(1-p8)D+839]. (5.136)

Pentru f = 1, din (5.136) se regiseste matricea rezolvantd a metodei Gauss-
Seidel standard. O conditie necesara de convergenta a sirului iterativ (5.135)
este ca produsul valorilor proprii in modul sa fie subunitar. In acest fel se obtine
intervalul de valori ale parametrului de accelerare 3

0<p<2. (5.137)

Metodele care utilizeaza 0 < 8 < 1 se numesc metode de subrelazxare, iar meto-
dele cu 1 < B < 2 se numesc metode de suprarelaxare. In lipsa altor informatii
privind valorile proprii ale matricei P, parametrul § se alege prin incercari.

5.3 Comparatii intre metode

Am prezentat o serie de algoritmi din cele doua clase mari de metode: de
eliminare gi iterative. Sa efectudm acum o comparatie intre cele doua clase
de metode.

Ca numar de operatii.

Oricare din metodele iterative prezentate necesita O(n?) operatii aritmetice per
iteratie. Prin urmare, metodele iterative devin avantajoase daca numarul k de
iteratii nu este prea mare. Spre exemplu, o comparatie cu metoda de eliminare
Gauss conduce la concluzia ca, pentru a avea un numar apropiat de operatii,
este necesar ca numarul de iteratii k sa satisfaca inegalitatea

k<1l+n/3=n/3. (5.138)

Inegalitatea (5.138) este cu atat mai ugor de satisfacut cu cat numarul de ecuatii
n este mai mare. Practic, conditia (5.138) se realizeazd pentru n & 50.

Ca propagare a erorilor.

Metodele iterative sunt, in general, mai avantajoase, deoarece erorile sunt di-
minuate la fiecare pas prin Inmultirea cu norma matricei rezolvante, care este
subunitara (||P|| < 1). De fapt, rata de diminuare a erorii corespunde razei
spectrale a matricei rezolvante. Totodata, la fiecare iteratie se introduc erori de
rotunjire.

Sa consideram ca dorim sa obtinem un rezultat cu ¢ zecimale exacte. In
acest scop sunt necesare k iteratii, astfel incat, in absenta erorilor de rotunjire,
se obtine (vezi 5.102)

He(k)H <|IP|*- He<0>H <1079, (5.139)
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e fiind eroarea de start. Logaritméand a doua inegalitate in baza 10, rezulta
kg || P + g He<°>H <—q. (5.140)

Prin urmare, se obtine o conditie pentru numarul de iteratii k
k== (a+1g]|e@|)) g lPIl P <1 (5.141)

Rezulta ca numarul de iteratii necesar creste cu precizia impusa ¢, cu eroarea
initiala e(®) si scade cu —1g || P||. Daca se adauga si efectul erorilor de rotunjire,
marginea (5.141) trebuie majorata.

Deoarece € nu se cunoaste, se pot utiliza evaluiri obtinute cu ajutorul
unor prime iteratii. intr—adevér, din inegalitatea (5.139) se poate obtine

k
He(k)’ < wa) _xUH)H < @ qu) _”(0)” <1079, (5.142)
11—« 11—«

cu a = ||P||. Pentru procedeul Jacobi, || P|| este usor de calculat. Pentru pro-
cedeul Gauss-Seidel, in cazul matricei diagonal-dominante pe linii se ia (vezi si
5.121)

qi
1—p;

(5.143)

o = max
7

ceea ce corespunde la folosirea normei ||| pentru eroare. In acest fel se obtine
o evaluare a numéarului de iteratii in functie de prima aproximatie ()

k> (g+1g Hx(l) - x(O)H ~lg[1-all) /1ga. (5.144)

5.4 Elemente de calcul matriceal

Aga cum s-a vazut, In rezolvarea sistemelor de ecuatii (dar nu numai aici) in-
tervin operatii cu matrice, indeosebi matrice patrate. Operam de multe ori cu
matrice, chiar cand acest lucru nu apare In mod explicit, aga cu se Intampla
spre exemplu in cazul eliminarii unor necunoscute din ecuatiile sistemului.

Presupunem cunoscute operatiile de adunare si inmultire ale matricelor.
Amintim doar cd adunarea este definita pentru matrice de acelasi tip (cu acelasi
numar de linii §i coloane) si ca, la inmultirea de matrice, numéarul de coloane
ale matricei din stanga trebuie sa fie egal cu numarul de linii ale matricei din
dreapta. Aceasta conditie se realizeaza intotdeauna pentru matricele patrate de
aceeagi dimensiune. Produsul matricelor nu este comutativ.

Fie A o matrice patratd de dimensiuni n x n. Matricea obtinutd prin
inmultirea lui A cu ea insasi de k ori este tot o matrice patrata si se noteaza
cu A*. Prin analogie cu puterile scalarilor, prin A° se intelege matricea unitate
I, o matrice patratd de dimensiune n. Cu puterile matricelor patrate se pot
construi polinoame de matrice, iIn mod asemanéator cu cazul scalarilor.
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Matricele pot fi inmultite (la dreapta sau la stanga) cu vectori (coloana sau
linie) de dimensiuni corespunzatoare, rezultatul fiind un vector. Ca urmare, o
matrice poate fi privitd si ca un operator (functie sau aplicatie) definit pe un
spatiu vectorial cu valori care reprezinta, de asemenea, elementele unui spatiu
vectorial (de dimensiune finitd).

Ca gi 1n cazul vectorilor, compararea matricelor (intr-un anumit sens) cu
numere reale se poate face introducand norme de matrice. Norma unei matrice
oarecare A se noteazd cu || A|| si indeplinegte axiomele generale ale normelor

LAl > 0;
2. llaAll = la] [|]| cu a € C;
3. [[A+ Bl < [[All +[IB]l.
Din acestea mai rezulta
IAB| < [[A]l-|B]| - (5.145)

Daca x este un vector asupra ciruia opereaza matricea A, atunci normele ||A||
gi ||| sunt compatibile daci are loc inegalitatea

[Azl] < Al [l - (5.146)

Se poate aradta ca inegalitatile (5.145) si (5.146) se pot deduce din conditiile im-
puse normelor operatorilor liniari gi continui pe spatii vectoriale de dimensiune
finita (vezi gi 1.4.3). Printre normele de matrice des utilizate care indeplinesc
conditiile impuse se numara:

1. norma maxima

Al =sup > lai ), (5.147)
b

data de suma maxima a modulelor elementelor matricei, pe linii;

2. norma unu

[All, = sup Y |ai 1, (5.148)
I

data de suma maxima a modulelor elementelor matricei, pe coloane;

3. norma euclidiana

1/2

1Al = | D lais* | (5.149)
i
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4. norma spectrald
|4l = (p(A*A)" 2, (5.150)

adica raza spectralad a matricei produs A*A, cu A* matricea adjuncta a
lui A, care se obtine prin transpunerea gi conjugarea complexa a matricei

A

A* = AT, (5.151)
Pentru vectori se utilizeaza normele precizate in (1.105). Normele de matrice
sunt compatibile cu normele vectoriale de acelagi indice. In particular, norma

spectrald || A, este compatibild cu norma euclidiana a vectorului z. Daca vec-
torul x are componente complexe norma sa euclidiana este definita de

|2y = V/(z,2) = in (5.152)

Produsul scalar a doi vectori ce au componente complexe este definit ca

r-y=(z,y) = Zmz@i (5.153)
i=1
si are proprietatile
(z,y) = (y.2), (z,y)=AMzy), (2,29)=\z,y). (5.154)

Un sir de matrice A,, este convergent daca sirurile {a; ;}, sunt convergente.
Limitele acestor siruri formeazi o matrice A care este, prin definitie, limita
sirului de matrice A,. In acest fel, convergenta sirului de matrice s-a redus
la convergenta sirurilor de numere. In mod similar, se introduce convergenta
sirurilor de vectori. O conditie suficientda pentru convergenta seriei matriceale

S=) A" (5.155)
n=0

este ca norma matricei A si fie subunitara, ||A|| > 1. In acest caz se obtine
suma seriei

S=(I-A)"", (5.156)

egala cu inversa matricei I — A. Se observa analogia cu seria geometricad de
numere. Din (5.156) se obtine, trecand la norme, o inegalitate importanta

=271 < S A" = (1 - 4]~ (5.157)
n=0
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Conditia necesara si suficientd pentru ca seria (5.155) sa fie convergenta este ca
toate valorile proprii A; ale matricei A sa fie subunitare in modul, adica raza
spectrald p(A) a matricei A si fie subunitara

p(A) = max |Ai| < 1. (5.158)
Deoarece orice procedeu iterativ este de forma
2D = pe®) 4 g, (5.159)
unde P este matricea rezolvanta, rezulta ca
e D) = (I + P+ P24 ...+ PF)d + PF+1200) (5.160)

Deoarece vectorii d si z(9) sunt arbitrari, pentru ca procedeul iterativ si fie
convergent, trebuie ca seria de matrice sa fie convergenta, deci ca raza spectrala
a matricei P sa fie subunitara, p(P) < 1.
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Capitolul 6

Vectori si valori proprii

6.1 Elemente introductive

Fie A o matrice patratd, de dimensiuni n X n. Se numeste valoare proprie o
marime scalara \ care satisface relatia

Az = Az, (6.1)

vectorul x fiind wvectorul propriu corespunzator valorii proprii A. Sistemul de
ecuatii liniare (6.1) se poate scrie (A — AI)x = 0, deci este omogen si admite o
solutie nenula daca gi numai daca determinantul sistemului este nul

P()\) = det(A — ) = 0. (6.2)

Polinomul de gradul n, P(\) se numeste polinomul caracteristic al matricei A iar
ecuatia (6.2) se numeste ecuafie caracteristicd. Conform teoremei fundamentale
a algebrei exista n valori proprii care sunt tocmai radacinile polinomului carac-
teristic. Multimea valorilor proprii se numeste spectrul matricei A si se noteaza
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cu spec(A). Vectorii proprii, ca solutii ale unor sisteme de ecuatii omogene, sunt
determinati pana la o constantd multiplicativa. Gasirea valorilor si vectorilor
proprii prezinta o importanta practicd deosebita pentru rezolvarea sistemelor
de ecuatii diferentiale liniare, pentru studiul stabilitatii migcarilor mecanice sau
de alta natura, inclusiv pentru studiul stabilitatii diverselor metode numerice.
Trebuie remarcat insa ca determinarea practica a valorilor si vectorilor proprii
nu se face, in general, plecand de la construirea polinomului caracteristic, de-
oarece mici abateri in valorile coeficientilor acestui polinom conduc la abateri
mari in valorile solutiilor (se spune c& problema rezolvarii ecuatiei caracteristice
este rdu conditionatd). Ca urmare, procedeele care determind valorile proprii
prin construirea polinomului caracteristic sunt limitate la matrice de dimensiuni
mici (n < 10) unde erorile de rotunjire introduse nu sunt importante.

Vom da in continuare o serie de procedee, precizand avantajele si limitele lor
de aplicabilitate. Ne vom limita, in general, la cazul matricelor reale.

6.2 Metode pentru cateva valori proprii

Metodele numerice pentru rezolvarea problemei Az = Az se pot clasifica in
metode ce urmaresc determinarea tuturor valorilor proprii si in metode ce de-
termina doar cateva dintre valorile proprii. Ne indreptam mai intai atentia
asupra celei de-a doua clase de metode. Prezinta un interes deosebit in aplicatii
determinarea valorilor proprii extremale, care delimiteaza spectrul matricei A.
De aici gi marea varietate de metode concepute pentru a determina valorile pro-
prii cele mai mari sau mai mici. Vom considera cateva dintre metodele cele mai
folosite.

6.2.1 Metoda puterii directe

Metoda puterii directe permite determinarea valorii proprii de modul maxim,
in ipoteza c& vectorii proprii ai matricei formeaza o baza, adicd sunt liniar
independenti. Acest lucru se intampla intotdeana cand valorile proprii sunt
distincte. Daca exista valori multiple, atunci vectorii proprii pot sau nu sa
fie liniar independenti. Spre exemplu, matricea unitate I are toate valorile
proprii egale (A\; = 1, i = 1,n), dar vectorii proprii sunt liniar independenti. Se
considera un vector y cunoscut, de obicei de forma cat mai simpla. In ipoteza
ca vectorii proprii z; , i = 1,n, ai matricei A formeaza o bazi, putem scrie

Y= Zcix(i) , (6.3)
i=1

unde ¢; sunt scalari.

Cazul valorilor proprii reale.

Valorile proprii, reale \;, i = 1, n se pot ordona sub forma
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astfel incat valoarea proprie A1 este cea mai mare dintre ele in modul. inmul‘gind
repetat vectorul y cu matricea A gi utilizand relatia (6.1), se obtine

n n
i=1 i=1
(6.6)
2B = aby = A0 =N ke ® = AL [clx(” +0 (AQ/A’f)] (6.7)
i=1
AN gRELy S L) b [clx(l) +0 (/\’;“/A’f“)} (6.8)

i=1

Pentru k suficient de mare termenii de ordinul (A2/A1)" devin neglijabili, astfel
incat putem aproxima

(k) o~ /\’fclx(l), S(k+1) o~ A’f“clx(l). (6.9)

Prin urmare, ludnd o component de indice i a vectorilor z(*) si z(**1) se obtine
valoarea proprie de modul maxim

Ay 22 D R (6.10)

[ 7

O estimare imbunatatita a valorii proprii este furnizata de raportul Rayleigh
az [0] st 0] 2 [0o] s [29) a0 (g

In ceea ce priveste vectorul propriu corespunzitor z(!), acesta are directia
2B+ Practic, vectorul y se alege sub forme ca: y = (1,0,...), y = (1,1,...)
sau alte forme convenabile, deci coeficientii ¢; nu trebuie cunoscuti efectiv,
conditiile de aplicabilitate ale procedeului (vectori proprii liniar independenti, ¢; #
0) verificandu-se prin comportarea girurilor zi(kﬂ) / ng)7 1,n. Daca aceste siruri
par convergente, incepand cu anumit k, si tind spre aceasi valoare (care repre-
zintda, la limitéa, valoarea proprie A1) atunci se poate trage concluzia cd procedeul
este aplicabil. Pentru reducerea erorilor de rotunjire se recomanda normarea
prin impartire cu Hz(k)H7 in fiecare etapa. Dacd nu existd o singura valoare
proprie reala de modul maxim, spre exemplu daca

Al =2 > [As] > ... > A, (6.12)
atunci dupa k iteratii se obtine

2(K) o2 b (clx(l) + CQx(2)> , 2D o kL (cla:(l) + CQx(2)> , (6.13)

termenii neglijati fiind de ordinul (A\s/ )q)k. Se observa ca valoarea proprie se
poate calcula ca si pand acum, din (6.10); in schimb vectorii proprii z(!) si 2:(2)
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intra In combinatie liniara, cu cel putin unul dintre coeficientii ¢;, ¢o nenul. Se
poate scrie insa Az = )\133(1), Az® = X;2® de unde se deduce imediat ci

A1 [)\’1‘ (clx(l) + 0290(2))} =A [A’f (clx(l) + 0230(2))} , (6.14)

adicd z(*) este de asemenea un vector propriu corespunzitor valorii A\;. Un
al doilea vector propriu liniar independent de z(*) se va gisi in mod similar,
repetand procedeul pentru un alt vector y(*), liniar independent de y. Viteza
de convergenta a procedeului depinde de modulul raportului Ag/A;.

Cazul valorilor proprii complex conjugate.

Presupunem ca valorile proprii de modul maxim A;, A; sunt complex conjugate
A= 5\2, |)\1‘ = ‘)\2| > |A3| > ... > |An|, (615)

si cd vectorii proprii x;, ¢ = 1,n sunt liniar independenti. Vom observa, mai
intai, ci vectorii proprii z(*) si (®) sunt de asemenea complex conjugati, asa
cum rezultd imediat din relatia de definitie (6.1) pentru matrice reale. Metoda
se aplica similar cu cazul valorilor proprii reale dar necesita utilizarea rezulta-
telor din mai multe iteratii succesive daca dorim evitarea lucrului cu variabile
complexe. In iteratia k se obtine

20 = Ak ez 4 Xf/k’fczx(z) +0 ()\]5?/)\]{3)] , 2@ =20 ¢, =7 . (6.16)

Ultima egalitate se obtine {inand cont cd s-a plecat cu un vector real y. Se cauta
o modalitate de a exprima cantitatile reale A1 + A1, A1 A functie de marimile dis-
ponibile pe parcursul iteratiilor. Pentru k suficient de mare se obtin combinatiile

2 _
Uk = ZZ-(k+1)Zi(k71) — (Zl(k))Q = cixl(-l)‘ ()\1)\1)k_1()\1 — )\1)2 s (617)
Ve = Z£k+2)zi(k71) . zi(k+1)zi(k) = (A + )\—1) 7 (6.18)

de pe o componenta i oarecare. Din relatiile (6.17-6.18) se obtin valorile proprii,
observand ca

A1+ )\_1 = Uk [uk; + O()\Igf/)\]f), )\1)\_1 = ukﬂﬂ-/uk + O()\g/)\]f) . (6.19)
Notand Ay = a + ib, rezulta
a =i /2uki, a°+b° = g1/ Uk - (6.20)

In ceea ce privegte vectorul propriu corespunzator, M se poate proceda in
felul urmator: vectorul propriu fiind determinat pana la o constanta multipli-
cativa, putem lua aceastd constanta egala cu cq, astfel incat

clxgl) =piet, i=Tn. (6.21)
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Notand apoi cu o argumentul numéarului complex A; din (6.16) se deduce

zl(k) = M@ 4 W =2|\[Fcos(6; +0), i=T,n, (6.22)
iar din (6.17) se obtine
Ui = —4 |\ p?sin o < 0. (6.23)
Putem acuma deduce necunoscutele p;, 6;
pi = v—uri/2|A\Fsino,  cos(8; + o) = 2F sino/v/—up; - (6.24)

EXEMPLU. Sa se determine valoarea proprie de modul maxim a matricei

1 2 3
A=12 1 2
3 2 1

Rezolvare. Deoarece matricea A este simetrica, toate valorile proprii sunt reale.
Pentru aflarea valorii proprii de modul maxim vom aplica metoda puterii pornind cu
vectorul y = (1,0,0)”. Primele citeva iteratii sunt redate in tabelul de mai jos. S-au
utilizat notatiile

) =D /5 (6.25)
iar R este raportul Rayleigh.
k z%k) zgk) zék> rgk) rék) rék) R
2 14 10 10 4.571 5.800 7.200 5.5455
3 64 58 72 - - - -
5 2196 1882 2228 5.758 5.701 5.646 5.7013
6 12644 10730 12580 - - -

Valorile proprii ale matricei sunt Ay = 5.701562, Ao = —2, A3 = —0.01562. Se
observa obtinerea primelor 4 cifre semnificative dupa circa 6 iteratii. O estimare mai
buna a valorii proprii este furnizatd de raportul Rayleigh. Aceasta comportare este
caracteristica pentru matricele simetrice, unde raportul Rayleigh tinde catre valoarea
proprie conform

[®] Tty [=®] T\ 10 (AdF/235) .

De asemenea, se observa cresterea rapida a componentelor vectorului 2R pe masura
ce k cregte. De aceea se recomanda impartirea la norma vectorului la fiecare iteratie.

6.2.2 Metoda puterii inverse

Este utilizata pentru a gasi cea mai mica valoare proprie in modul, diferita de
zero. In aceste conditii, matricea A este nesingulara si A~! existd. Notand cu
A1 aceasta valoare proprie de modul minim, se scrie
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Din Az = Ax se obtine
r=M"lz= A7 e =\l (6.27)

sau ca matricea inversa are valorile proprii 1/A. Prin urmare, 1/\; este valoarea
proprie de modul maxim a matricei A~! si se poate aplica metoda puterii directe
acestei matrice, In ipoteza ca vectorii proprii formeaza o baza. Plecand de la un
vector initial arbitrar y = 2(?) se formeazs sirul

LD gm0 e —01, (6.28)

Practic, nu se calculeaza inversa matricei A, deoarece este mai economica rezol-
varea repetata a sistemului de ecuatii

Az = (B) (6.29)

prin eliminare gaussiana de exemplu. Mai departe, toate consideratiile de la
metoda puterii directe sunt aplicabile gi in acest caz.

6.2.3 Metoda deplasarii

Se bazeaza pe observatia cd, dacd matricea A are valoarea proprie A atunci
matricea A — qI, unde ¢ este un scalar, are valoarea proprie ¢ — A. Scalarul
q reprezintd tocmai deplasarea si poate fi utilizat pentru a gasi si alte valori
proprii decat cele maxime sau minime in modul. Spre exemplu, dacd am gasit
valoarea de modul maxim A; (folosind metoda puterii directe), atunci valoarea
proprie cea mai departatd de Aq, fie aceasta Aj;, va avea proprietatea

|>\j — )\1| = Sl&p\j — >\1| . (630)

i=1,n

In consecinta, metoda puterii directe aplicatd matricei A — A\1I ne va conduce
la valoarea proprie A;.

Metoda deplasarii originii poate fi folosita in combinatie cu metoda puterii
inverse atunci cand cunoagtem aproximativ valoarea proprie A = pu. In aceste
conditii matricea A — I are o valoare proprie mica, in modul, deci sirul similar
cu (6.29)

(A — pud) 20D = (k) (6.31)

va converge rapid, furnizand valoarea exacta .

6.3 Determinarea tuturor valorilor si vectorilor
proprii

Metodele prezentate pana in prezent, desi foarte simple, permit determinarea
numai a unor valori proprii particulare, fiind limitate si de conditia ca vectorii
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proprii sa formeze un sistem liniar independent. Metodele mai generale, care
permit determinarea tuturor valorilor si vectorilor proprii, se bazeaza, in esenta,
pe aducerea matricei la o forma particulara prin transformaéri similare.

Douéa matrice patrate A si B de dimensiune n se numesc matrice asemenea
(sau similare), daca existd o matrice P, inversabila, astfel incat au loc relatiile

B=PAP™', A=P'BP. (6.32)

Douda matrice asemenea au aceleasi valori proprii. intr—adevér7 daca A este o
valoare proprie a matricei A, adica Az = Az cu z # 0, tindnd cont de relatiile
(6.32) se obtine

P 'BPz = Mz = B(Pz) = \(Px), (6.33)

adica matricea B are aceleagi valori proprii ca gi A. In plus, dacd pentru o
valoare proprie A matricea A are vectorul propriu x, atunci pentru matricea B
vectorul propriu corespunzator lui este

y= Pz, (6.34)

adica se obtine din vectorul x prin Inmultire cu matricea P de premultiplicare.

Este de dorit ca transformarile similare specificate prin matricele P, P!
cu care Inmultim matricea A, sa conduca la matrice B “simple”, avand valorile
proprii si vectorii proprii ugor de determinat. Exista mai multe astfel de forme
simple. Prima pe care o vom considera in cele ce urmeaza este forma Frobenius
utlizatd in metoda Danilevschi. Apoi vom prezenta algoritmii LR si QR de
aducere a matricei A la forma triunghiulara.

6.4 Metoda Danilevschi

Aceasta metoda aduce matricea A la forma

p1 P2 Pn—1 DPn
1 0 0 0
0 0 1 0

denumita forma Frobenius, prin transformaéri similare. Avantajul formei Frobe-
nius este obtinerea imediata a ecuatiei caracteristice a matricei

(D)™ det(F — AI) = A" = > p;A" " =0. (6.36)
i=1

Vom deduce relatia (6.36) pe o cale care sa permita totodata si construirea
vectorilor proprii y ai matricei F. In acest scop, vom scrie, conform definitiei
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(6.1), egalitatea F'y = Ay, adica

pPL P2 ... Pn-1 DPn hn n
1 0 ... 0 0 Y2 Y2
o 1 ... 0 0 R =\]| Y . (6.37)

Operand de la ultima linie catre prima, se obtine

Yn—j = AYn—j+1, (6.38)
pentru j =1,n—1,si
n
> pivi = My - (6.39)
i=1
Expriméand componentele y1, yo, ..., ¥yn—1 In functie de y,, din ecuatiile (6.38)
rezulta
Yn—1= NYn, Yn—2= )\Qyna ceey Y1 = )\n_lyn . (640)

Inlocuind in (6.39), rezult

Yn <A” - ZpM””) =0. (6.41)
i=1

Deoarece y, # 0 (altfel toate componentele vectorului y ar fi nule), din (6.41)
se obtine tocmai ecuatia caracteristica (6.36). Luand y,, = 1, vectorul propriu
Yy are expresia

y=O""La 2 DT (6.42)

In concluzie, vectorii proprii ai matricei Frobenius se construiesc cu ajutorul
puterilor valorii proprii, adica pot fi determinati imediat ce au fost determinate
valorile proprii. Aceasta proprietate remarcabild pune in evidentd si anumite
limitari ale formei Frobenius. Astfel, daca valorile proprii sunt multiple, vecto-
rii corespunzatori ai unei matrice Frobenius nu pot fi decat liniar dependent;i.
Aceasta proprietate nu este insa general valabild pentru orice matrice. Spre
exemplu, matricea unitate are toate valorile proprii egale, in timp ce vectorii
proprii sunt toti liniar independenti. Concluzia este ca forma Frobenius nu este
suficient de generala, adica nu orice matrice poate fi adusa la aceasta forma prin
transformari similare. Totusi, o matrice oarecare A ar putea fi descompusa in
blocuri, dintre care cele corespunzatoare valorilor proprii distincte, ar fi blocuri
Frobenius.
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In metoda Danilevschi aducerea la forma Frobenius a unei matrice patrate
A se face incepand cu ultima linie, dupa schema

[ a1 a2 cee Qlpo1 ain
a1 a2 2 cee Q21 az n
(6.43)
Gnp-1,1 OGpn—-1,2 --- Gp—1,n—1 Aan—1n
Gn,1 Gn,2 Qn, Anon
(1) (1) (1) (1) 7
W G
1 1 1 1
2,1 2,2 A3 n—1 Qo
— : : o : . (6.44)
(1) (1) (1) (1)
an—l,l an—1,2 an—l,n—l an—l,n
L O 0 o1 0 ]

S-a presupus a,,,—1 7 0 si s-au eliminat celelalte elemente din linia a n-a. Daca
Gp,n—1 = 0, se folosesc permutari de coloane. Mai mult, permutarile de coloane
sunt indicate pentru a avea elemente a, 1 cdt mai mari in modul, in vederea
reducerii erorilor de rotunjire. Prin urmare, se recomanda utilizarea pivotilor
(totali sau partiali), analog cu eliminarea gaussiand. Pentru schema (6.43), s-au
folosit multiplicatorii

mn_Lj = —an,j/anm_l pentru ] 7é n — 1, mn_lm_l = 1/(1”,”_1 . (645)

Se observa ca indicii multiplicatorilor se aleg dintre indicii elementelor cu care
se construiesc acesgti multiplicatori, diferiti de indicele liniei care se modifica.

Eliminarile gi aparitia elementului 1 nu sunt insa suficiente; mai trebuie ca
matricea obtinuta sa fie similara cu A. In acest scop, vom observa ca etapa
(6.43) revine la inmultirea lui A la dreapta cu matricea My,

1 0 ... 0 0
0 1 ... 0 0
Ml = E . '.. : : , (646)
Mmp—-11 Mp-12 ... Mp_1n-1 Mp—1n
0 0 ... 0 1

obtinuta din matricea unitate, prin introducerea multiplicatorilor. Prin urmare,
matricea obtinuta in dreapta, in schema (6.43), este matricea AM;. Faptul
cd M se aplica la dreapta este legat de operarea cu coloane (multiplicatorii
Mmp—1,; se aplicd unor coloane); pe de altd parte, la inmultire, matricea din
dreapta se introduce prin coloane. Matricea inversa M, ! necesari pentru a face
transformarea similara, este obtinuta din matricea unitate prin introducerea in
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matricea unitate, in linia n — 1, a liniei elementelor modificate in matricea A

1 0 ... 0 0
0 1 ... 0 0
= ; S : . (6.47)
an,1 QAp2 ... Ann—1 QAnn
0 0 ... 0 1

Verificarea egalitatii M M, = T se face usor, observand ci in matricea
produs raman nemodificate toate liniile cu exceptia liniei n — 1, singura care
trebuie verificata ca apartindnd matricei unitate 1. In aceastd verificare, ca si
in cele care urmeaza este utila urmatoarea regula simpla: daca, la inmultirea a
doua matrice, matricea din stanga are o linie de indice 7 din matricea unitate I,
atunci in matricea produs linia ¢ coincide cu linia ¢ a matricei din dreapta; daca
matricea din dreapta are o coloana j din matricea unitate I, atunci coloana j
din matricea produs este data de matricea din stanga.

Prin urmare, dupa o prima etapa se obtine matricea similara

Ay = M7 A M, A =A. (6.48)

Se observa ca linia n deja obtinuta, din matricea Frobenius, se pastreaza la
inmultirea cu Mfl. Procedeul se repeta pentru liniile n — 1, n — 2, ..., 2 din
matricele similare Ay, As, ..., A,_1 pana se ajunge la forma Frobenius. Odata
determinate valorile proprii, vectorii proprii y ai matricei Frobenius se deduc din
(6.42) iar, vectorii proprii « ai matricei A se deduc acumuland postmultiplicarile
(vezi 6.33)

xr = MlMg...Mnfly. (649)

Daca intr-o etapa se folosesc permutari de linii, este necesar sa permutam
si coloanele de acelasi indice cu al liniilor de permutare si invers astfel incat sa
se pastreze similitudinea cu matricea A. Aceste permutari trebuie sa fie facute
astfel incat sa nu afectam elementele de tip Frobenius deja produse. Aceasta
revine in etapa k (cind pivotul este agi) kbl ,) S& nu permutam linii si coloane
de indice mai mare ca n — k. Rezulta ca pivotul poate fi realizat numai cu
permutari de coloane.

Daca intr-o etapa k nu este posibil sa obtinem un element diferit de zero in
pozitia de sub diagonala, inseamna ca toate elementele din stanga lui agi) k1 n—k
sunt nule. Rezulta ca procedeul de aducere la forma Frobenius nu mai poate fi
continuat in maniera initiala. Se poate proceda prin subdivizarea matricei A in
blocuri dar nu vom intra in detalii aici.

Metoda Danilevschi permite determinarea valorilor proprii distincte. De ase-
menea se pot valorile proprii multiple, dar numai daca vectorii proprii asociati nu
sunt liniar independenti. Deoarece metoda construieste polinomul caracteristic
(nu valorile proprii), pot apare erori mari in calculul numeric. intr—adevér, erori
mici in coeficientii unui polinom pot produce abateri mari in valorile radacinilor
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polinomului (inclusiv aparitia unor valori complexe in locul celor reale). Analiza
erorilor se poate efectua tinand seama ca transformarile se fac dupa schema

Aigr = M; YA M; . (6.50)

Rezulta ca erorile se transmit dupa regula

184l 194, oM [loM
M; + :
Al =M s e

(6.51)

Prin urmare, este util ca numarul de conditionare al matricelor M; sa fie egal
cu unitatea (u(M;) = 1, intr-o normé oarecare). Aceastd conditie nu este,
in general, realizabild, aga cum rezulta din forma matricelor M;. Daca, spre
exemplu, Gn—;11,n—; este pivot astfel incat

M|, =1+ max _On—it1,j

J#Fn—i

s My = lan—iv1n—il > 1, (6.52)

An—it+1,n—i
rezultd (folosind norma |||; in numarul de conditionare)

pa(Mi) = |an—it1,n—il + max |an—it15] > 1. (6.53)

In consecinta, metoda se recomanda la determinarea valorilor si vectorilor pro-
prii de mici dimensiuni (n < 10), prezentand avataje din punct de vedere al
numarului de operatii.

EXEMPLU. Pentru matricea de la exemplul anterior sa se determine toate valorile
proprii folosind metoda Danilevschi.

Rezolvare. Se aduce matricea A la forma Frobenius, folosind transformari elemen-
tare. In prealabil se aduce pivotul 3 in pozitia (3,2) prin permutarea coloanelor 1,2.
Matricea de permutare este Pj2. Notand

1 2 2 1 0 0
Ay =PiAP2= | 2 1 3 |, Mi=| —-2/3 1/3 -1/3 |,
2 3 1 0 0 0

am obtinut o noua matrice similara cu A. Se elimina elementele as1si ass de pe ultima
linie, operand cu coloana a doua. In locul elementului asy = 3 se obtine valoarea 1,
impartind cu 3 toata coloana a doua. Toate operatiile revin la inmultirea la dreapta
cu matricea M7, formata cu multiplicatori. Se obtine

~1/3 2/3 4/3
AMy = | 4/3 1/3 8/3
0 1 0

In acest fel, s-au obtinut pe pozitia ultimei linii elemente corespunzatoare din matricea
Frobenius. Pentru ca transformarea sa fie similara se va inmulti la stanga cu matricea

1 0 0
Mi'=1]2 3 1],
0 0 1
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se obtine
-1/3 2/3  4/3
Ay = M7'A My = | 10/3 10/3 32/3
0 1 0

In etapa urmétoare se elimini elementele 10/3 si 32/3 de pe linia a doua din matricea
A, operand cu coloana intaia. In pozitia (2,1) se obtine elementul 1. Totul revine la a
inmulti la dreapta cu matricea Ma, iar la stanga cu inversa ei M2_1

-3/10 -1 —16/5 10/3 10/3 32/2
M, = 0 1 0 Myt = 0 1 0 ,
0 0 1 0 0 1

astfel incat

3 14 8
As=M; AsMy=| 1 0 0 | =F,
0 1 0

As fiind o matrice Frobenius. Valorile proprii sunt solutiile ecuatiei caracteristice
N —3)% - 14X -8 =0.
Se obtin valorile proprii

)\1:(5+\/4ﬁ), A2:_27 A3:(5—\/4ﬁ)/2.

Vectorii proprii ai matricei Frobenius F' sunt
yi =LA D7, i =1,2,3.

Pentru a obtine vectorii proprii x; ai matricei initiale A, se utilizeaza matricele de
postmultiplicare

Xr; = P12M1M2yi, Z = 1, 2,3

Desi s-a lucrat cu fractii rationale, s-a utilizat pivot pentru a atrage atentia aupra
tehnicii uzuale de lucru cu numere masina afectate de erori de rotunjire.

6.5 Metodele QR si LR

Metodele QR si LR, pe care le vom prezenta in continuare, determina valorile si
vectorii proprii ale unei matrice patrate A, prin aducerea acesteia la o matrice
superior triunghiulard prin transforméari de similitudine. Valorile proprii ale
unei matrice triunghiulare 7' sunt chiar elementele de pe diagonala deoarece
calculul polinomului caracteristic conduce la

t1)1 - A t1’2 e tl,n

0 t272 - ... t27n
PO\) = det(T — M) = | . _ o (6.54)

0 0 0 tyn—A
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si dezvoltand dupa minori obtinem
det(T — /\I) = (t171 — A)(tQ,Q — )\) e (tn,n — )\) , (655)

un polinom cu radacinile ¢ 1, t22, ... ,tnn.

Algoritmul QR reprezinta culminarea unui lung proces de cautare a unor
algoritmi robusti de determinare a tuturor valorilor proprii ale unei matrice si
are o importanta deosebita in aplicatii. In aplicarea practica a algoritmului QR
apar o serie de etape intermediare ce pot crea impresia ca metoda este destul
de complicata. Dupa cum vom vedea insa, esenta algoritmului este aplicarea
metodei puterii simultan asupra mai multor vectori inifiali.

6.5.1 Rezultate teoretice preliminarii

Pentru prezentarea completa a acestor metode vom avea nevoie de o serie de
rezultate teoretice. Vom include gi demonstratiile acestor rezultate deoarece
furnizeaza indicatii asupra modului in care se pot construi algoritmi numerici.

Am vazut, in cadrul metodei Danilevschi, c& nu orice matrice poate fi adusa
la forma Frobenius. Acum urmarim aducerea la forma triunghiulara deci, apare
imediat intrebarea daca existd o transformare de similitudine intre o matrice
oarecare A §i o matrice triunghiulara. Scopul principal al acestei sectiuni este
sa investigdm acest aspect.

Transformari unitare.

In plus, analiza de eroare de la metoda Danilevschi a aratat importanta obtinerii
unor transformari similare la care numarul de conditionare sa fie egal cu uni-
tatea. Daca matricele de transformare M sunt unitare, adica daca M*M = I
atunci vom avea In mod evident p(M) = 1 daca folosim norma spectrala (5.150)

p(M) = [[M]ly [ M7, = 1Ml 1My = v/ p(M* M) p(MM*) = \/p(I)p(I) =

Prin M* s-a notat adjuncta matricei M (vezi (5.151)).

Vom folosi una din notatiile @, U, R pentru matrice unitare. Valorile proprii
ale unei matrice unitare au modulul egal cu unitatea. intr—adevér, daca efectuam
produsul scalar al vectorilor coloand din fiecare membru a relatiei de valori
proprii

Qr = Az, (6.56)
cu vectorul linie z*Q* rezulta
T*Q*Qr = " Q" \x. (6.57)
Prin operatiile de transpunere gi complex conjugare a relatiei (6.56) rezulta

T*Q* = ¥, (6.58)
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ce Inlocuit in partea din dreapta a (6.57) conduce la
r*Q*Qx = \x*\x = A\ (6.59)

Dar @ este unitara Q*@Q = I, asa ca rezulta

¥ = ANz x, (6.60)

de unde A\ = 1, deci modulul unei valori proprii a lui Q este egal cu unitatea.
Cum valorile proprii ale inversei Q~! = @Q* sunt 1/ rezultd ci si acestea au
modulul egal cu unitatea.

Reflectori elementari.

Sa consideram acum modalitatile de obtinere a unei matrice unitare. Exista
doua procedee mai utilizate. Primul, denumit procedeul Householder, con-
struieste o matrice unitara pornind de la un vector coloana v prin

U=1—-wvv". (6.61)

Vectorul v* este un vector linie astfel incat produsul vv* este o matrice. Sa ve-
dem ce conditii trebuie impuse vectorului v pentru ca matricea U sa fie unitara.
Adjuncta lui U este

—T
Ur=T—vw)* =I"— (woT) =1— ()T =T—-v0" =T —-w*, (6.62)
adica tot U. Se spune ca matricea U este autoadjunctd. Avem

U'U=(1—v*)I—ov*)=1- 200" +vvvv*. (6.63)

Cum v este vector coloana gi v* este un vector linie, v*v este un produs scalar
ce este chiar patratul normei euclidiene a lui v

vt =Y v = v . (6.64)
=1
Se obtine
UU = I+ (||v]|3 = 2)vo*, (6.65)

deci matricea U este unitara daca matricea vv* este nula sau daca
o], = V2. (6.66)

Prima posibilitate implica v = 0 gi nu prezinta interes pentru aplicatii. O
matrice unitard de forma (6.61) cu v ce satisface (6.66) se numeste reflector
elementar. Denumirea provine de la modul de transformare a coordonatelor
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unui punct. Spre exemplu, in doud dimensiuni (n = 2) daci v = [v/2,0]7 se
obtine
_ V2 10 2 0] _[-10
UI—[O (V2 ol=1g 1|~ loo|= o 1| @67

Coordonatele [z, y]T ale unui punct se transforma conform

()7

adica s-a efectuat o reflexie fata de axa Oy pe care vectorul v este ortogonal.
In cazul general, vectorul v definegte normala unui plan fata de care se reflecta
coordonatele unui punct.

In aplicatii vom avea de evaluat produsul U*A sau AU. S-ar péarea ca sunt
necesare O(n3) operatii aritmetice pentru aplicarea unui reflector elementar.
Lucrurile nu stau asa si este esential pentru economicitatea metodei QR sa
observam ca reflectorul elementar U nu trebuie calculat in mod explicit. Putem
evalua rezultatul AU prin

AU = A(I —vv*) = A— Avv* = A — wv* (6.69)

cu w = Av. Evaluarea lui w costid O(n?) operatii si efectuarea produsului ex-
terior wv* incd O(n?) pentru un total de O(2n?), mult mai mic decat O(n?).
Dat fiind vectorul v, algoritmul de aplicare la dreapta a unei transforméari Ho-
useholder asupra matricei A este

j=1:n
’LUj<—O
k=1:n
[wj<—wj—|—ajkvk

j=1:n
k=1:n (6.70)

[ajk < ajr — vjwg .

Analog evaluam U* A prin
UA= (T - )A=A—w*'A=A—vw” (6.71)

cu w? = v*A. Algoritmul este o modificare simpla a celui de mai sus.

Rotatii elementare.

Al doilea procedeu de obtinere a unei matrice unitare este cunoscut sub numele
de procedeu Givens sau procedeu Jacobi. Si acest procedeu are o semnificatie
geometrica, matricea R efectuand rotatia coordonatelor unui punct in jurul unei
axe oarecare. In acest caz matricea unitari Rj1 se obtine din matricea unitate
I prin modificarea a patru elemente conform

rjj=e“cosh, rjp=ePsing, (6.72)

Thj = —e sing, rer=¢€ '“cosf.
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Se poate verifica ugor prin calculul produsului R* R ca matricea R este unitara.
Parametrii reali «, 3,0 definesc rotatia efectuata, fiind vorba de o rotatie de
unghi 6. Dacad matricea A asupra careia aplicam o rotatie Givens are toate
elementele reale atunci a = § = 0. Axa de rotatie este definitd de produsul
vectorial al versorului de pe directia j cu cel de pe directia k.

Sa consideram cazul unei matrice A reale. Situatia tipica de aplicare a unei
rotatii Givens este urmatoarea: dorim sa anulam un singur element subdiagonal
din A, fie acesta aj, # 0 cu j > k. Vom presupune ca elementele subdiagonale
de pe coloanele de indice i < k au fost deja anulate. La premultiplicarea matricei
Acu Ry = RJT,C se vor produce modificari ale liniilor j si k& ale matricei. Spre
exemplu, pentru j =4, k = 2

1 0 0 O aill 12 Q13 QAa14
0 ¢ 0 =—s 0 a929 A23 0A24
00 1 0 0 a3z as3 0A34
L 0 s 0 ¢ 0 g9 Q43 Q44
a1 a12 a13 a14
. 0 cass — Sago  CG23 — SA43 CG24 — SQ4q
N 0 a3z as3 as4 ’
0 saze +casa sazz +casz  Sazs + cay

cu c =cosf, s =sinf. Conditia ce trebuie satisfacuta de 6 este sass + cass =0
in exemplul de mai sus, sau

sagr + cajr =0 (6.73)

in cazul general. Ecuatia trigonometricd (6.73) nu se rezolva direct. Este mai
economic sa calculam pe s, ¢ prin

dacd |a;i| > |akk|
atunci t «— —agr/ajk; s 1/V1+1t2; c— st (6.74)
altfel t — —ajp/are; c—1/V1+12; s—ct

cu o singura extragere de radical gi evitarea Impartirii la un numar foarte mic.
Ca si In cazul transformarii Householder, matricea Rj; nu se calculeaza

explicit ca apoi sa se efectueze produsul R;k./L deoarece aplicarea algoritmului

general de inmultire a doud matrice ar costa O(n?) operatii. Se calculeaza efectul
o R .

aplicarii rotatiei R} A prin

t=k:n
lak; < cag; — sazi;  aj; < sag; + caj;

(6.75)

cu un cost de doar O(4(n — k)). In cazul postmultiplicarii AR, se procedeazs
in mod asemanator.
Un pas in aducerea la forma triunghiulara.

Acum ca avem la dispozitie procedee de constructie a unei matrice unitare,
s vedem modul in care acestea pot fi folosite pentru a aduce pe A la forma
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triunghiulara. Prin analogie cu procesul de eliminare Gauss, ne propunem sa
eliminam mai intai elementele de sub diagonala principala, de pe prima coloana
a matricei A. Trebuie sa gasim o matrice unitara U ce realizeaza transformarea

o Wq . Wn—1
1 1
i} 0 aéé .. a;%
U*AU = (6.76)
0 aé},{ .. a%l,zl

Elementul « de pe pozitia 1,1 trebuie sa fie chiar o valoare proprie a lui A deo-
arece U* AU are aceleagi valori proprii ca gi A, iar calculul polinomului caracte-
ristic al matricei U* AU conduce la aparitia factorului (A — «). Este convenabil
sa introducem o diviziune in portiuni a matricei din dreapta sub forma
A w’ ]

(6.77)

UrAU = |: On—l An—l

unde A este o valoare proprie a lui A, w un vector coloana de dimensiune n — 1,
0,,—1 vectorul nul de dimensiune n — 1, iar A,,_1 o matrice patrata de ordinul
n—1.

Prima coloana a unei matrice se obtine prin inmultirea acesteia la dreapta
cu vectorul e =[1,0,...,0]”

UAUeW = { 3

n—1

} = e, (6.78)

Dar U* = U~! si inmultind la stdnga cu U se obtine
AU = \UeW | (6.79)

deci conditia ca U sd conduca la eliminarea elementelor subdiagonale de pe
prima coloand a matricei A este ca Ue(!) s3 fie proportional cu vectorul propriu
al matricei A asociat valorii proprii A. Notam prin x acest vector propriu. De-
oarece x este determinat pana la o constanta multiplicativa putem presupune
[2fl, =1si

UeW =gz, B+#0, BeC. (6.80)

Relatia (6.80) ne spune ca trebuie si gasim o transformare a vectorului e
in vectorul x printr-o matrice unitara. Interpretarile geometrice ale procedeelor
Householder si Givens ne furnizeaza imediat modalitatea de constructie a lui U.
Cum o reflexie sau o rotatie nu vor modifica modulul unui vector va trebui sa
avem

||, = 181 llzll, = 161 = 1. (6.81)

Daca adoptam procedeul Householder, matricea U este data de U = I —vv*
cu v vectorul normalei la planul fati de care reflexia lui y = 3~ 'e(!) este chiar
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Figura 6.1: Interpretarea geometrica a procedeului Householder.
x. Prin analogie cu cazul bidimensional (fig. 6.1) unde = — y este normala la
planul de reflexie, banuim ca
v=a(r—y), (6.82)

cu a o constanta ce este determinata din conditia ca U sa fie unitara

loll; =2 = a® =2 |l —yl3* . (6.83)
Intuitia din cazul bidimensional este verificata pe cazul general prin calcul,

Ur—y = (I-w)r—y=c—wz—y=x—a*(x—y)(z*—y )z —y
= (z-yll-d@@z-ya).

Trebuie ca Ux — y = 0 pentru z arbitrar, deci impunem

1—a*(z*z — y*z) = 0. (6.84)

Inlocuind a2 din (6.83) se obtine

lz =yl — 2(a"z — y*x) = 0, (6.85)
sau, tinand cont ci ||z — Z/Hg =+/(r—y,z—y) = (z—y) (z*—y*) (vez relatia
5.153) gi cd z*z = y*y,

y'r=z"y. (6.86)

Relatia (6.86) determind parametrul 3,
(B teMy g = 27 eV = By = Bay , (6.87)

unde x; este prima componenta a lui . Conditia de mai sus spune ca [z
trebuie si fie o cantitate realda. Cum |G| = 1 rezultd

dacd |z1| # 0. Dacd z; = 0 atunci luam § = 1. Matricea U este complet
determinata.
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Un calcul asemanator se poate efectua pentru a determina si matricea de
rotatie ce realizeaza eliminarea elementelor subdiagonale de pe prima coloana.
Nu vom intra in detalii deoarece acest procedeu este de reguld mai costisitor
din punct de vedere al operatiilor aritmetice, datorita necesitatii de a evalua
radicali. Exceptia de la aceasta regula generald este pentru o matrice cu un
mare numar de zerouri deja existente sub diagonala principala. In acest caz se
poate proceda dupa cum s-a exemplificat in prezentarea transformarii Givens.

Teorema Schur.

Odata eliminati termenii subdiagonali de pe prima coloana calculul se poate
repeta pentru prima coloana a matricei A; si asa mai departe, pana la aducerea
completd a matricei originale A la forma triunghiulara. Metoda de mai sus este
enuntata formal In urmatoarea teorema importanta.

Teorema. (Schur) Orice matrice patratd A de dimensiuni n x n este unitar
similara cu o matrice triunghiulara T'.

Demonstratie. Vom proceda prin inductie. Orice matrice de ordinul n = 1
este triunghiulara. Sa consideram acum teorema adevarata pentru orice matrice
de ordinul n — 1, spre exemplu pentru matricea A,,—1 din (6.77) pentru care
matricea unitara de aducere la forma triunghiulara este U, _1

Uy 1A, 1Up1=Th_1. (6.89)
Matricea
_r] 1 051
U,=U { 0,1 U s } (6.90)

cu U construit ca mai sus realizeaza aducerea matricei A la forma tringhiulara.
Intr-adevar, avem

1 (P 1 or
UrAU, = n=l | U*AU n—1
" L O”—l n—1 | |:On—1 Un—l :|
R ogl'[A wanl ogl}
L Onfl »;ka] ] Onfl Anfl Onfl Unfl
_ [ 07, 1[x  warlUpy J_[ A waaUp, }
L Onfl ;71 ] Onfl AnflUnfl Onfl Tnfl

unde ultima matrice este de forma triunghiulara. 2

6.5.2 Algoritmi auxiliari

Metodele LR si QR cuprind un numar de algoritmi subsidiari ce le fac sa fie
eficace. Sa consideram mai intai aceste parti componente a Intregului algoritm
LR sau QR.
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Deflatie.

Teorema Schur ne asigura cé o transformare unitara, similara de la matricea A
la o formé triunghiularii existii. Insii suntem in situatia neplicutd ci trebuie si
cunoasgtem deja vectorii si valorile proprii pentru a determina efectiv matricea
de transformare. Modul efectiv in care se aplica rezultatele de mai sus este in
reducerea ordinului matricei cu care se lucreaza in momentul cand una dintre
valori proprii a fost izolatd. Acest proces este cunoscut ca deflatie si cuprinde
urmatoarele etape:

—

se calculeaza vectorul propriu x asociat valorii proprii A;
se ia = x1/ |z1| pentru 21 # 0 sau § = 1 pentru z; = 0;
se ia a = \/5/ Ha: — BeM)

se calculeazd U* AU si se izoleaza submatricea A,_1 (6.77).

{7 v=a(zr— BeM) si U=1T—vv";

= W N

La sfarsitul unei etape de deflatie se obtine o matrice mai mica asupra careia
se poate opera in continuare cu o economie de operatii aritmetice fata de cazul
in care s-ar Incerca determinarea transformarii globale ce aduce pe A la forma
triunghiulara.

Factorizarea QR.

Am vizut in 5.1.9 cum o matrice A se poate descompune intr-un produs de
doua matrice, una inferior triunghiulara si alta superior triunghiulara. Exista
multe alte tipuri de factorizare

A=BC (6.91)

a unei matrice A. O clasd importantd o constituie factorizarile ortogonale, la
care vectorii coloand ai matricei B sunt ortogonali (vezi 1.4.2) doi cate doi.
Printre factorizarile ortogonale, cea mai utila este factorizarea QR a lui House-
holder

A=QR (6.92)

in care ) este o matrice unitara gi R o matrice superior triunghiulara. Dupa
cum sugereaza aproprierea de nume, factorizarea QR este o parte esentiala a
metodei QR de determinare a valorilor proprii.

Deoarece (@ este unitard din (6.92) se obtine

Q"A=R. (6.93)

Ideea de baza a algoritmului de factorizare este construirea pas cu pas a matricei
@* prin eliminarea succesiva a elementelor subdiagonale de pe coloanele matricei

A

Upi-...-UU1A=R (6.94)
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unde U; elimina elementele subdiagonale de pe coloana 1, U, cele de pe coloana
2 gi asa mai departe. Daca A este de forma generald, cea mai eficientd me-
toda de construire a matricelor U; j € 1,n — 1 este prin aplicarea reflectorilor
elementari. Matricea () este

Q=UUs... - Up_1, (6.95)

unde am {inut cont ca U; = U pentru un reflector elementar.

Algoritmul de factorizare construieste in mod explicit matricea R. Nu este
nevoie de construirea explicita a matricei ). Aceasta se memoreaza prin succe-
siunea de vectori v; din definirea reflectorilor Uj

Uj =1- Uj’l); . (696)

Tot calculul poate fi organizat astfel incat vectorii v; sa fie pastrati in locatiile
din matricea A in care s-au creat elemente nule. Costul unei factorizari este de
O(n?) operatii pentru o matrice A oarecare.

6.5.3 Formularea metodelor QR si LR

Suntem acum pregatiti pentru prezentarea metodelor QR si LR de calcul a va-
lorilor proprii. incepem cu metoda QR. Am vazut ca odatd cunoscuta o valoare
proprie putem reduce ordinul problemei prin aplicarea tehnicii de deflatie. O
idee imediata este folosirea metodei puterii pentru a determina valoarea proprie
cea mai mare in modul. Am putea reduce ordinul problemei, aplica din nou me-
toda puterii asupra noi matrice si aga mai departe. Sa rescriem metoda puterii
folosind notatii ce sugereaza generalizarea procedeului

Z(S) — Aq(s_l)
9 =20/ 2] (697
A= [q@]" Ag®)

pentru s = 1,2,... . Algoritmul porneste cu un vector initial de norméa egala
cu unitatea ¢(?, si efectueazi normalizarea vectorului z(*) (aducerea la norma
egal cu unitatea) la fiecare iteratie. Valoarea proprie este estimaté prin raportul
Rayleigh (6.11), tinandu-se cont ci ¢'*) este normalizat.

Sa incercam acum sa aplicAm metoda puterii asupra mai multor vectori
initiali

QU =[ 40 o qg))] (6.98)

in speranta obtinerii mai multor valori proprii simultan. In acest caz va trebui ca
matricea Q¥ s fie ortogonali pentru a asigura liniar independenta vectorilor
de start. Algoritmul devine

Z6) = AQG—1

QWRG) = z() . (6.99)
T(s) — [Q(S)]* AQ®).
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Modificarea esentiala este inlocuirea operatiei de normalizare din (6.97) cu o
descompunere ortogonala de tip QR. Se asigura astfel independenta liniara
a vectorilor asupra carora va actiona matricea A In iteratia urmaéatoare, ceea
ce ajuta la accelerarea convergentei. Valorile proprii apar acum pe diagonala
matricei T(*) ce nu este altceva decéit generalizarea raportului Rayleigh.

Nu vom intra in toate detaliile tehnice asupra convergentei procedeului de
mai sus. Putem insi afirma c& sirul de matrice 7 tinde ciitre o matrice cvasi-
triunghiulara ce are aceleagi valori proprii ca si A. O matrice cvasitriunghiulara
difera de una triunghiulara doar prin blocuri izolate de dimensiune 2 x 2 grupate
in jurul diagonalei principale. Aceste blocuri sunt de regula asociate valorilor
proprii complexe.

S& vedem legitura dintre 70 gi T7(—1), incepem cu 7G-1

Tls=1) — [Q(s—mrAQ(s—l) _ {Qw—l)rZ(s) _ [Q(s‘l)rQ(s)R(s). (6.100)
Cum un produs de matrice unitare este tot o matrice unitara, am obtinut
T = QD REY ¢y QU = [Q(s—l)} Q®, RY™V =R . (6.101)

Pe de alta parte din QR = Z() = AQG~Y rezulta R®) = [Q®)]" AQ(—V
si putem scrie T¢) ca

76 = {Qu)rAQ(s) _ [Q(S)FA [Q(s—n]*Q(s—l)Q(s) — REIQLY.
(6.102)

Rezulti urmitoarea reguli de evaluare a matricei 7(): se calculeaza factorizarea
QR a matricei T~ Vsi se inverseazi factorii

QU RED = ps=1) o pls) = Rls=1Q(s=1) (6.103)
In metoda LR calculele se desfigoara asemanator
LEDRED — P o (o) — [(smD R(s=1) (6.104)

Dezavantajul metodei LR consta in necesitatea efectuarii de operatii de pivo-
tare pentru a preveni impartirile la zero sau numere foarte mici in modul si o
convergenta mai lenta comparativ cu metoda QR.

6.5.4 Reducerea numarului de operatii la factorizare

Elementele sirului 7() din (6.103) pot doar converge citre o matrice cvasitri-
unghiulard, dar pe parcursul iteratiilor au o forma oarecare. Aceasta face ca
operatia de factorizare QR sa fie excesiv de costisitoare. Este convenabil ca
iteratiile QR sa se efectueze asupra unei matrice ce are aceleasi valori proprii ca
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si A, dar s prezinte o forméa ce economiseste din operatiile aritmetice necesare
factorizarii. O astfel de forma este

[ hi1 hi2 his ... hin-1 hin

ha1 hao has ... hap-1 hon

0 hsa hss ... han—1 hsn

H=10 0 haz ... hin1 han
(0 0 0 .. hpn how |

denumita forma Hessenberg superioard. Analog matricea transpusa se spune
ca este de forma Hessenberg inferioard. Prin forma Hessenberg, fara vreun alt
calificativ, vom intelege forma superioara.

Algoritmul QR devine in acest caz

QE-DRG-D — gs=1) o [(s) = R Qls=1) (6.105)

Forma Hessenberg se pastreazi la inversarea factorilor deoarece Q®*~1) se poate
construi astfel incat sa fie o matrice Hessenberg. Odata determinata forma
Hessenberg initiala, fiecare iteratie QR va necesita O(n?) operatii aritmetice.

Aducerea la forma Hessenberg prin matrice cu multiplicatori.

In cadrul algoritmului LR, aducerea la forma Hessenberg se efectueaza prin
matrice cu multiplicatori, care elimina elementele a;;, cu j > k+ 1 de pe fiecare
coloand, incepand cu prima. Spre exemplu, pentru eliminarea elementelor de
pe coloana 1, matricea de multiplicatori este

1 0 0 ... O
0 1 0 ... 0

M1 = 0 —ms,2 ... 0 s m; 2 = ai,1/a271, (6106)
0 —Mn,2 0 ... 1

pentru i € 3,n. Se poate remarca similitudinea cu matriciele de la eliminarea
gaussiana. Matricea se poate scrie ca

My =1 —mgel, (6.107)
my=[0 0 mgs ... mus], e=[0 1 0 ... 0]". (6.108)
Inversa este
10 0 ... 0
1 0 0
Mflz 0 msp 1 ... O :I—i—mgeg, (6.109)
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ceea ce se poate verifica prin calcul direct

MMt = (I —moed)(I+mgel) (6.110)

= T —mgel +moel —my (egmg) ed =1. (6.111)

Matricea M, ! va inmulti, la dreapta, matricea A, pentru ca transformarea si
fie similara si valorile proprii sa nu se modifice. Se observa cé zerourile obtinute
in coloana ¢ de matricea M;A se mentin si in matricea similarda M;AM; L
deoarece prima coloana din matricea M ! este identica cu prima coloani din
matricea unitate. Acest lucru a fost posibil tocmai pentru cd matricea My
are coloana multiplicatorilor deplasata cu un indice mai spre dreapta fata de
matricea de eliminare gaussiana. Rezultd ca orice matrice A poate fi adusa la
forma Hessenberg prin transformari similare (eventual folosind permutéri) in
numar finit.

Daca elementul ag; este nul, un alt element a;2 7 € 3,n poate fi adus in
pozitia (1,2), prin permutari de linii. Evident, daca toti coeficientii a;1 = 0,
i € 2,n, rezulta cd a1, este valoare proprie si procedeul se va aplica matricei
ramase, de dimensiuni (n — 1) x (n — 1). Permutérile de linii sau coloane sunt
recomandate chiar daca as; # 0, pentru obtinerea de pivot partial sau total.
Inversa matricei de permutare a liniilor sau coloanelor k si 1 este tot Py (P1;11 =
Py1). Regula este urmitoarea: dacd am permuta liniile k gi 1, este necesar
pentru ca transformarea sa fie similara, s& permutam si coloanele de aceeasi
indici. Numarul de operatii pentru aducerea la forma Hessenberg fara permutari
este aproximativ 2n3/3 — 5n?/2.

Aducerea la forma Hessenberg prin transformari similare unitare.

Matricea A se poate aduce la forma Hessenberg prin transformari similare ce
folosesc reflectori sau rotatii elementare. Aceste metode au avantajul unei
conditionari optime, degi numéarul de operatii este mai mare decat in cazul fo-
losirii multiplicatorilor. In cazul general este mai eficienta folosirea reflectorilor
si nu vom descrie decat acest procedeu.

Ideea de baza este aceeasi ca la folosirea multiplicatorilor: se aduc rand pe
rand coloanele matricei A la forma Hessenberg. Dupa etapa s — 1 coloanele 1,

2, ..., s — 1 sunt in forma Hessenberg iar matricea are forma
B s—1 s—1 s—1 s—1 s—1) T
a7V aly VoG GV | e
aSy el el WSV el
AG=D = | ¢ 0 ool Gl &Y | (6.112)
s—1 s—1
0 ... 0 ag+172 a((H_LzL
| 0 0 ... 0 a;ﬁ;” e agfﬁl)
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Sa determinam modul in care aducem coloana s la forma Hessenberg. Este
comod sa introducem o transcriere pe blocuri a matricei,

A1) [%’Q] , (6.113)

unde B, C, D, E sunt submatrice din A~ Submatricea B este de dimensiuni
s X s gi este de forma Hessenberg. Submatricea C este de dimensiuni (n — s) x
(n — s). Submatricea D este de dimensiuni (n — s) X s gi are elemente nenule
doar pe ultima coloana. Fie d aceasta coloana,

T
d=|al7" al5Y oaliY | (6.114)

Submatricea E este de dimensiuni (n — s) X (n — s). Transformarea unitara
trebuie sa lase neafectata partea deja adusid la forma Hessenberg, B. Forma
matricei de transformare din etapa s este

U, = [%’07] (6.115)

deoarece calculul produsului U AG~DU, conduce la

A 1[4 - [ [5he] oo
S AT R

Pentru un reflector elementar U* = U. Deducem conditia de obtinere a formei
Hessenberg in etapa s

Ud = Be™ | (6.118)

cue® = (1,0,...,0)T, un vector unitar cu n — s componente. Aceasta este si-
milard problemei (6.80), iar interpretarea geometrica a reflectorului Householder
ne furnizeaza solutia

U=1-w*, v=a(d— 66(1))’ (6.119)
cu § = —(d1/ |dr]) ldlly, a = V2 [[d = BeM],, dy = a{3").

6.5.5 Accelerarea metodelor QR si LR

Aplicarea factorizarii QR sau LR asupra formei Hessenberg a unei matrice re-
duce numarul de operatii aritmetice efectuate intr-o iteratie. O a doua cale de
reducere a timpului de calcul este reducerea numarului de iteratii. Iteratiile QR
si LR tind sa aduca forma Hessenberg la o forma cvasi-triunghiulara. Pentru a
reduce numarul de iteratii necesare atingerii acestei forme se pot folosi tehnici
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de accelerare sugerate de modificarile efectuate asupra metodei puterii pentru
a obtine metoda puterii inverse sau cea a deplasarii.

Cea mai utilizata tehnica este cea a deplasdrii originii. Se urmareste ameli-
orarea convergentei atunci cand apare un bloc 2 x 2 pe diagonala. Relatiile de
iterare QR devin

H®) — kT QWRY (6.120)
HEHY g1 = ROQE (6.121)

unde kg este deplasarea. Deplasarea se poate alege ca fiind ultimul element de

. v S R . . v oA S . .
pe diagonala, h%% sau radacina cea mai apropriata in modul de h%)n a ecuatiei

hgiszl n—1 " k hELSzl n

Odata asigurata izolarea unei valori proprii se trece la deflatia matricei.

6.5.6 Calculul vectorilor proprii

Calculul vectorilor proprii pentru o matrice cvasisuperior triunghiulara se face
usor, valorile proprii fiind cunoscute. Fie matricea superior triunghiulara de
dimensiuni 5 x 5

)\1 a1 b1 C1 dl
0 )\2 bQ C2 dg
0 0 0 X dy
0 0 0 0 X

forma la care presupunem ca s-a ajuns dupa un numar s de iteratii. Notam mai
departe cu y un vector propriu oarecare al matricei care satisface relatia

Hsy = )\zy; (RS ﬁ? Y= (ylay27y3ay47y5)T . (6124)

Pentru componentele y;, se obtine sistemul

Ys(Ai — As 0
ya(hi — A1) = days
d3ys + C3Ya (6.125)

doys + coya + bays
= diys +c1ys + b1ysz + a1y

<
w
~ o~~~
>
. Y
|
>
w
—_— — — — —
Il

Sistemul (6.125) poate determina componentele y;, cel mult pana la o constanta
multiplicativa. Acest sistem este simplu, principala dificultate nu este legata de
gasirea necunoscutelor ci mai degraba de discernarea solutiilor care apar.
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Cazul valorilor proprii distincte.

In acest caz se obtin 5 vectori liniar independenti. Spre exemplu, pentru i = 1,
din primele 4 ecuatii (6.125) rezulta

Yo=Ys=ys=ys =0, (6.126)

in timp ce ultima ecuatie este identic verificata. Concluzia este: y; poate lua
orice valoare diferita de zero (vectorii proprii sunt prin definitie nenuli). Luand
y1 = 1 se poate scrie vectorul propriu corespunzator valorii Ay

yM = (1,0,0,0,0)7 (6.127)
Pentru i = 2 (A\; = A2), din (6.125) se obtine
Ys=y1 =95 =0, y1(A2 — A1) = a1y2, y2 # 0, (6.128)
vectorul propriu corespunzator fiind
¥ = (¥1,1,0,0,0)7, y1 = a1/ (2 — A1) (6.129)
si aga mai departe.
Cazul valorilor proprii multiple.
Fie Ay = \a # A3 # Ay # A5. Din primele 3 ecuatii (6.125) se obtine
Ys=Ys=ys =0 (6.130)
iar din ultimele doua
0-y2=0,0-y1 =a1y2. (6.131)

Cele doua egalitati (6.131) conduc la concluzii diferite, in functie de coeficientul
a1, i anume

a1 = 0 = y1,yo arbitrari, nu toti nuli. (6.132)

Cu y1, yo arbitrari si ys3, y4, ys nuli, se pot obtine doi vectori liniar independent;i,
corespunzator valorilor proprii egale, A1, As

yM =(1,0,0,0,0)7, y® =(0,1,0,0,0)7, a; = 0. (6.133)
Pentru a; # 0 din (6.131) se obtine
y2 =0, y1 # 0 (altfel arbitrar). (6.134)

Prin urmare, daca a; # 0 nu se pot obtine doi vectori liniar independenti
corespunzator valorilor proprii egale A\, A2. Rezulta ca sistemul de vectori
proprii ai matricei Hy (si deci nici ai matricei initiale A, similard H;) nu pot
forma o bazd. Se spune ca matricea este defectiva. Este de asteptat ca, In
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urma erorilor de calcul numeric, natura vectorilor proprii s& apara modificata,
mai ales cand valorile proprii sunt multiple sau foarte apropriate. Din acest
punct de vedere, trebuie spus ca procedeul QR este cel mai stabil, furnizand
rezultatele cele mai apropriate de situatia reald. Se observa ca, determinarea
vectorilor proprii se poate face suficient de comod din forma triunghiulara, fara a
fi necesara reducerea la forma canonicd Jordan (care este o matrice triunghiulara
mai particulara). Aducerea la forma canonicd Jordan nu este recomandata,
aceasta operatie putand introduce erori mari datorita instabilitatii numerice.
De fapt, in general, aducerea unei matrice (superior) triunghiulare la forma
canonica Jordan prin transformari unitare sau chiar prin transformari simple
stabilizate (cu pivot) nu este garantata.

Odata determinati vectorii proprii y ai matricei triunghiulare, vectorii proprii
2 ai matricei initiale A se deduc utilizand matricele de postmultiplicare aplicate
lui A.

EXEMPLU. S& se aduca la forma superior Hessenberg, prin transformari similare
matricea

12 -20 41
A= 9 -15 -63
20 50 35

Sa se calculeze apoi factorizarea LR a matricei Hessenberg obtinute.

Rezolvare. Vom folosi transformari de eliminare. Avem de eliminat un singur
element asz1 = 20. Deoarece elementul as; = 9 nu este pivot vom schimba intre ele
liniile 2 gi 3 si coloanele 2 si 3 pentru a obtine o matrice similara

12 41 =20
A1 = PysAPs = | 20 35 50
9 —-63 -—15
Pentru a elimina elementul as; = 9 vom folosi pivotul a21 = 20 si multiplicatorul

msa = az1/az1 = 9/20, ceea ce duce la matricele

1 0 0 1 0 0
Mi=1|0 1 0|, M'=]l0 1 0
0 —9/20 1 0 9/20 1
Se obtine
12 32 —20
Ay = MyATMT = | 20 115/2 50 =H

0 —765/8 —175/2

de forma Hessenberg.
Pentru descompunerea LR a matricei H, trebuie eliminate elementele h21 = 20 si
hs2 = —765/8. Deoarece hi1 = 12 nu este pivot, se permuta liniile 1 gi 2 si se obtine

20 115/2 50
Hy=PoH=| 12 32 —20
0 —765/8 —T75/2
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Rezultd multiplicatorul la1 = —h21/h11 = —3/5 si matricea de multiplicare la stdnga
Ly

1 00 20 115/2 50
Ly=| -3/5 1 0|, L.Hi=| 0 —5/2 —50
0 0 1 0 —765/8 —75/2

Pentru eliminarea elementului din pozitia (3,2) permutdm liniile 2 si 3 pentru a
obtine un pivot. Obtinem

(20 115/2 50
Pyl Hy = | 0 —765/8 —75/2
0 —5/2  —50
1 0 0] 20  25/2 50
Lo=1{0 1 0|,R=| 0 —765/8 —175/2
0 —4/153 1 | 0 0 —2500/51

LoPosliPioH =R .
Mai departe, tinand cont ca Pp3P3 = I se deduce
LQ(P23L1P23)P23P12H =R

unde matricea Pa3l P23 similara cu L1, o vom nota cu L1

1 0 0 1 0 0
L = 0 1 0|, L2L11 = 0 1 0
-3/5 0 1 -3/5 —4/153 1
Rezulta ca s-a obtinut o descompunere LR pentru matricea H permutata
1 0 0
Py3PioH = LR, L= (LaL11) "= | 0 1 0
3/5 4/153 1
in timp ce matricea H are descompunerea
3/5 4/153 1
H=LR, L' = PaPs3L = 1 0 0

0 1 0
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Capitolul 7

Metode de optimizare

Metodele de optimizare sunt in general metode de descrestere, ce determina
minimul unei functii U de n variabile reale care se numeste functie scop sau
functie obiectiv. De aici gi denumirea lor de metode de minimizare a functiilor de
mai multe variabile. Evident, problema gasirii maximului revine la minimizarea
functiei cu semn schimbat. Metodele de descrestere au convergentd globald,
adica permit gasirea solutiei chiar daca punctul de plecare este indepartat de
solutie.

Metodele de optimizare au un domeniu de aplicabilitate foarte larg. Pe de o
parte, majoritatea fenomenelor naturii sau economice reprezinta compromisuri
intre cauze contradictorii, i ca atare multe din problemele ingineriei, economiei,
matematicii, statisticii, medicinei, dar mai cu seama procesele decizionale se pot
formula ca probleme de optimizare. Pe de altd parte, majoritatea metodelor
numerice pot fi reformulate ca probleme de optimizare. Aceste reformulari duc
uneori la obtinerea unor metode performante, cum ar fi cele pentru rezolvarea
sistemelor de ecuatii liniare, pe care le prezentam in sectiunea 7.6.1 si cele pentru
rezolvarea sistemelor de ecuatii neliniare pe care le vom prezenta in capitolul
8.1.
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Figura 7.1: Minime pentru o functie de o singurd variabila.

Un punct de extrem (minim sau mazxim) poate fi global (valoarea extrema
din tot domeniul), sau local, (valoarea extrem& dintr-un subdomeniu), poate fi
simplu sau multiplu (fig. 7.1). In general, intereseazi minimul global, care se
poate obtine: (a) repetand calculul pentru puncte de start diferite si alegand
apoi punctul in care valoarea functiei U este cea mai micd; (b) dupa obtinerea
minimului local, se da o perturbatie intr-o directie oarecare; daca algoritmul
revine 1n acelagi punct, atunci acesta este un candidat serios pentru minim
global.

Pentru ca un punct z* sa fie un minim local unic in cazul unei probleme
de optimizare fara restrictii, trebuie indeplinite condifiile de optimalitate, care
sunt conditii suficiente

VU(z*) =0, G(z*) = V*U(z*) > 0, (7.1)

adica in punctul de minim gradientul functiei scop trebuie sa fie nul iar matricea
derivatelor partiale de ordinul al doilea, numita matrice hessian, trebuie sa fie
pozitiv definitd.

Clasificarea metodelor de optimizare poate fi facutd dupa mai multe criterii.
Din punct de vedere al restrictiilor impuse variabilelor, avem probleme de opti-
mizare fara restrictii §i cu restrictii. Dupa felul functiei scop, avem probleme de
optimizare liniare, in care atat functia cat si restrictiile sunt liniare si probleme
de optimizare neliniare. Dupéa efortul de calcul al derivatelor, avem metode
de tip Newton la care se calculeazd matricea hessian (care contine derivatele
partiale de ordinul al doilea) si vectorul gradient (derivatele de ordinul intai),
metode cvasi-Newton si metode de gradien{i conjugati, la care se calculeaza
numai derivatele partiale de ordinul intai, si metode la care nu se calculeaza
derivate partiale.

1O matrice G se numeste pozitiv definitd, dacad oricare ar fi vectorul nenul y, are loc
inegalitatea y” Gy > 0. In cazul unidimensional (n = 1) in locul matricei G' avem derivata a

doua, care, daca este pozitiva, atunci graficul functiei “tine apa”, iar functia are un minim.
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Metodele de optimizare sunt metode iterative. Valoarea aproximativa punc-
tului unde functia U ia cea mai mica valoare se calculeaza iterativ cu formula

P =2F f o, k=1,2,... (7.2)

unde pF este o directie de descrestere, iar oy, un numir real pozitiv care se
determina astfel incat U(x*+1) < U(x*). Pentru start este necesar un punct de
plecare 2° € R™.

7.1 Minimizarea in lungul unei directii

Minimizarea In lungul unei directii reprezinta o etapa a calculului minimului unei

functii de mai multe variabile. Spre exemplu, scalarul oy, din relatia (7.2) poate

fi determinat ca o solutie a problemei de optimizare o = min{U (z* + ap*)},
«

unde vectorii ¥ si p* sunt cunoscutji, iar functia U ramane de o sigurs variabila,
U= f(a).

Fie f : R — R functia reald de o variabild reald al cirei minim dorim s&-1
determindm. In cazul in care derivata f' este usor de determinat analitic, pro-
blema determinarii extremului functiei f este echivalenta cu rezolvarea ecuatiei
f'(z) = 0. Se verificd apoi care din solutiile astfel determinate corespund unui
minim al functiei f, calculand o valoare in imediata vecinatate a extremului si
comparand-o cu valoarea functiei in punctul de extrem. Atunci ciAnd minimi-
zarea unidirectionald reprezintd o etapa a calculului minimului unei functii de
mai multe variabile, derivata f’ este In general imposibil de determinat analitic.

Determinarea minimului functiei f cuprinde doud etape: (a) localizarea mi-
nimului, etapd in care se obtine un interval (a,b) care contine minimul si (b)
reducerea lungimii intervalului care contine minimul, pana cand lungimea aces-
tuia devine suficient de mica, adica |b — a| < e, cu e impus. Se poate folosi gi
o conditie de lungime relativa a intervalului de forma |[b — a| < €|al, avand in
vedere faptul ca € > /g, unde &, reprezinta distanta relativd minima intre
doua numere reprezentabile, si care este de acelasi ordin cu epsilon magina ey
(vezi capitolul 4).

EXEMPLU. Pentru a verifica afirmatia de mai sus, aproximam functia f folosind
seria Taylor in jurul punctului a din vecinatatea punctului de minim

F(0) = f(a) + f"(a) (b~ a)*/2 . (7.3)

S-au neglijat termenii de ordinul trei si mai mare §i s-a tinut cont ca in vecinatatea
minimului f’ ~ 0. Valorile a si b nu pot fi luate oricit de apropiate decat daci este
indeplinita conditia

[£(b) = f(a)l > em|f(a)] , (7.4)

astfel incat reprezentdrile numerelor f(a) si f(b) sa fie diferite. Rezultd

b | = Lﬁf — lalvEm
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Figura 7.2: Localizarea minimului pentru o functie de o variabila.

Dacay/2|f(a)|/(a?f"(a)) ~ 1, atunci |b—a| ~ |a|\/€m, iar conditia pe care o impunem
|b—a| < £|a| duce la limitarea € > \/gm,. Spre exemplu, daci &, = 10~%, determinarea
minimului o putem face cel mult pana cand lungimea intervalului ce contine minimul
devine mai micidecat v/10-8 = 107%.

Localizarea minimului.

Pentru localizarea minimului este nevoie de cel putin trei puncte (fig. 7.2),
spre deosebire de localizarea solutiei unei ecuatii f(x) = 0, unde sunt necesare
numai dou& puncte care indeplinesc conditia f(a)- f(b) < 0. Avand trei puncte
a < b < ¢, minimul z,, este continut de intervalul (a, ¢) daca f(a) > f(b) < f(c).
Fiind date doua valori a < b pentru care f(a) > f(b), localizarea minimului se
poate face dupa urmatorul algoritm:

Date: a < b, f(a) > f(b)
fa = fla); fo — f(b)
Repeta
bt kb—a), fo— /(0
daca f. > fi
atunci z,, € (a,c), stop
altfel a =b, b=c, fo = fo, fo = fc -

Pasul de cautare nu trebuie sa fie constant, ba dimpotriva, este avantajos ca el
sa creasca de la o etapa la alta astfel incat localizarea minimului sa fie facuta
cat mai repede: hiyy1 = k- hg, cu k> 1.

Algoritmul prezentat se poate Imbunatati folosind o interpolare parabolica.
Prin (a, f,), (b, fb) i (¢, f¢) se duce o parabola si se calculeazd punctul de minim
u al acesteia. Daca u > ¢, se recomanda ca lungimea u — ¢ sa nu fie prea mare,
spre exemplu u — ¢ < 50(c — b). Dacd u € (b,c) si f(b) > f(u) < f(c), atunci
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minimul functiei f este intre b si ¢. In caz contrar, avem de a face cu un egec al
extrapolarii parabolice.

Determinarea minimului.

Etapa de determinare efectiva a minimului z,,, se poate face fie prin reducerea
lungimii intervalului care-l contine, fie aproximéand functia f(z) cu o functie
mai simpld g(z) pentru care minimul se poate determina pe cale analiticd; spre
exemplu, prin cele trei puncte (a, f,), (b, f5), (¢, f), se poate duce un polinom de
interpolare de gradul al doilea, al carui minim se calculeaza cu usurinta. Prima
varianta este sigurd, dar are dezavantajul unei convergente slabe (liniare). A
doua variantd converge In general mult mai repede, dar exista si posibilitatea
ca punctul calculat ca minim al parabolei sa iasa din intervalul care contine
minimul. Un algoritm din prima categorie, de reducere a lungimii intervalului,
cunoscut sub denumirea de algoritmul sectiunii de aur, este dat de (7.6) si este
descris in continuare.

Algoritmul sectiunii de aur.
Date: a < b <¢; f(a) > f(b) < f(c); € > /em; w=0.38197; w1 =1 —w
xo — a; x5 — ¢ fo— fla); fs — f(c)
daca |c — b > [b— al
atunci  x1 < b; o — b+ w(c—b)
| altfel 29« b; z1 < b—w(b—a)
fi = f(x1); f2 = f(x2)
cat timp |z3 — 20| > €21 + 22
daca fy < f1
atunci g < T1; T1 — To; T2 — wix1 + W T3
Jo = f1; f1 < fa; fa — f(x2)
altfel 3« x9; To «— x1; T1 — WiT2 + W Tg
L f3— fo; fa = f1; f1<—f(961)
dacd f1 < f2
atunci  Tmin < 15 fmin < f1
altfel Lmin < T2; fmin — f2 .

(7.6)

Fiea < b < ccu f, > fo < fe, nu neapirat b = (a + ¢)/2. Daci notam
w=(b—a)/(c—a), atunci 1 —w = (¢—b)/(c—a). Se pune problema s alegem
punctul z € (a,c) astfel incat sa micgoram intervalul care contine punctul de
minim. S& presupunem (b, c) acest intervalul de lungime mai mare unde vom
alege pe = i sd notdm z = (z — b)/(¢c — a). Tripletul care contine minimul
Tm vafia <b <z saub <z < ¢ de lungimi raportate (x — a)/(c —a) =
w + z, respectiv (¢ — b)/(c —a) = 1 — w. Strategia este de a minimiza cea
mai dezavantajoasa posibilitate, lucru care se realizeaza impunand ca cele doua
lungimi sa fie egale: 1 —w = w + 2, rezultand z = 1 — 2w. Cum aceasta
strategie a fost folosita si la determinarea punctului b la pasul anterior, adica
(x=0)/(c—b)=(b—a)/(c—a) =w, rezultd x — b = w(c — b) = z(c — a), sau
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1—w=(c—b)/(c—a)=z/w. Rezultd in final ecuatia w? — 3w + 1 = 0, cu
solutia w = (3 — v/5)/2 = 0.38197. Pozitia punctului 2 este acum determinati,
x=b+w(c—0b) =c—(1—w)(c—0>), adica la distanta 0.38197(c — b) de b si
la 0.61803(c — b) de punctul ¢. Lungimea intervalului care contine minimul se
reduce cu factorul 0.61803 de la o iteratie la alta, valoare apropiata de 0.5 de la
metoda bisectiei.

Metoda sectiunii de aur se bazeaza pe strategia “pesimista” a considerarii
celei mai dezavantajoase situatii posibile, presupunand c& minimul se afla de
fiecare data in intervalul cel mai mare, astfel incat se impune ca lungimile celor
doua intervale sa fie egale rezultand un algoritm lent dar sigur. Pentru marirea
vitezei de deplasare catre minim, se poate construi o parabola printre punctele
(a, fa), (b, fv) si (¢, fo) si se calculeaza minimul acesteia (dar care poate sa fie
la fel de bine si un maxim!)

oy LO— @O @ = 0= —S@]

2 (b—a)[f(b) = f(c)] = (b—=)[f(b) — f(a)]
De asemenea, se poate folosi o interpolare cu o parabola cubica, caz in care se
folosegte si derivata functiei f.

Un algoritm foarte utilizat, care combina robustetea metoda sectiunii de aur
cu viteza interpolarii parabolice, este algoritmul lui Brent. Algoritmul foloseste
sase puncte a, b, u, v, t §i &, nu neaparat distincte, definite dupa cum urmeaza: a
si b delimiteaza intervalul care contine minimul, z este punctul in care functia f
are cea mai mica valoare calculata pana la un moment dat, t este valoarea
anterioara a lui x, v este valoarea anterioara a lui ¢, iar u este punctul in
care s-a facut ultima evaluare a functiei f. Interpolarea parabolica se face
folosind punctele x, ¢t gi v. Pentru ca rezultatul interpolarii parabolice sa fie
acceptat, trebuie impuse cateva méasuri de sigurantd: (@) minimul calculat sa
fie in intervalul (a,b); (b) deplasarea fatd de ultima valoare care aproximeaza
minimul lui f s& fie mai mica dacat juméatatea deplasarii anterioare, pentru a
avea certitudinea ca avem un proces convergent citre punctul minim; (¢) punctul
de minim calculat u s&a nu fie foarte apropiat de o valoare anterior calculata p,
adica |u — p| > ep, cu € > 0. Pentru oprirea iteratiilor se folosegte conditia

|b—al <e=2|z|le+es, (7.8)

adica lungimea itervalului care contine punctul de minim sa fie mai mica decat
o lungime impusa e, iar £, este un numar mic (spre exemplu 5 = ¢ ) introdus
pentru a evita nedeterminarea care apare pentru cazul in care punctul de minim
este chiar z = 0. Conditia (7.8) asigur precizia relativa de calcul pentru punctul
de minim data de relatia

|33 — Tmin exact| < €| Z‘| +es, (79)

unde reamintim ca valoarea & nu trebuie sa fie mai mica decat radacina patrata
a lui epsilon magina, adica € > \/exs.
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Algoritmul contine o priméa parte destinata initializarii variabilelor

b c; fo — fe; ub; fu — fo; w=0.381966; ma xiter = 100
daca fi, < f,
atunci ¢« b; fi — fo; v —a; fo < fa (7.10)
altfel t «—a; fi — fa; v by fu < fo .
iter — 1; ud «— 0; dx = b — a;
x—0.5(b+a); fo — f(x); e —e(2|z|+1)

urmata de bucla iterativa principala

cat timp (b — a) > esi iter < maziter
[ 2, < 0.5(b+a)
daca [0x] > 0.bud sauu—a <esaub—u<e
[ atunci
dacad « > x,, atunci éx — w(a — x) altfel oz — w(b — )
ud «— max(|b — z),|a — z|)
altfel
re(@—=t)(fe = fo)ig = (= v)(fo — f)ip = (x —v)g — (. — t)r
| 0z — —0.5p/(q —r); ud « |dx]
fu e f(w) e o+ o0
daca fu < fa
[ atunci
daca v > z atunci a < z altfel b «— x
vttt xyx ey fy o fis fo o fay fo e fu
altfel
daca u < x atunci a < u altfel b «— u

daca f, < frsaut==x
atunci
vetyt—uy fy — fi; fr — fu
altfel
daca f, < fysauv=xsauv =t atunciv« u; f, — fu
| e — e(2|z] + 1); iter «— iter + 1

7.2 Metode de minimizare fara calculul deriva-
telor

Cea mai simpla modalitate de determinare a minimului unei functii reale de mai
multe variabile reale, U : R™ — R, consta in minimizarea functiei U de-a lungul
directiilor definite de versorii e’ si este data de algoritmul (7.11). Algoritmul
(7.11) se repetd pand cand se obtine minimul functiei U (se poate folosi o conditie
de forma (7.18)). Aceastd metod&, numita si metoda cdutdrii unidimensionale,
se dovedeste ineficientd pentru ca, fie nu este capabila sa atinga minimul, fie
apropierea de acesta se face cu pasi mici.
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Devine clar c& pentru a obtine o metodd mai eficientd este necesar a gasi
directii de deplasare mai eficiente. Astfel de directii sunt directiile conjugate.

Date: z°, U(z)
1=1:n

‘ | | (7.11)
[ml = Lneiﬁl{U(x“l +ae’)} .

Directii conjugate.

Fie ® forma patratica definita de

Jp=1

o oU
® () +Z / ] 81:]

(7.12)

Forma (7.12) coincide cu primii trei termeni din dezvoltarea in serie Taylor a
functiei U(x) in vecinitatea punctului 2*. Notand cu g* gradientul functiei U in
punctul z* si cu Gy matricea hessian in acelasi punct, expresia (7.12) se poate
scrie vectorial

D(x) = Uk—|—(x—zk)Tgk+%(x—a:k)TGk(x—a:k) , (7.13)

iar gradientul functiei ® este
Vo = g" + Gy(z —2") . (7.14)

Punctul z* s-a obtinut pentru valoarea a care asigura un minim pentru
functia ®(zF~1 + ap®~1), deci vectorul g* va fi perpendicular pe directia pF~1,
adica (p*~1)T-g* = 0 (vezi 7.3). Deplasarea spre aproximatia urmitoare z* 1 a
minimului func‘glel ® va trebui facuta astfel incat sa nu se piarda castigul obtinut
pe directia p*~!. Pentru aceasta trebuie ca gradientul functiei in punctul 2+
sa ramana perpendicular pe directia p*~!, adica (g¥*1)T - p*~! = 0. Tinand
cont de (7.14), putem scrie V® = ¢gk*t! + Gy (z — 2F1). Scizand cele doua
relatii si tindnd cont ci deplasarea din z* in 2! s-a ficut dupa directia p”,
rezulta

g =gt + G = ah) = ¢+ ar Gt (7.15)
unde oy, € R. Inmultind relatia (7.15) cu (pF~1)7, se obtine
(") = Tt e Gp" (7.16)

si cum (pt~H)Tg" = (p

de directiile de deplasare

=T gk = 0, rezulta conditia care trebuie indeplinits

PHTap" =0. (7.17)
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Doua directii care indeplinesc conditia (7.17) se numesc directii G-conjugate.
Pentru o forma patratica ®, folosind deplasari pe directii conjugate definite de
(7.17), minimul functiei este atins dupa exact n deplaséiri. Pentru aceasta, mai
trebuie indeplinita o conditie necesara: la fiecare etapa, minimizarea functiei ®
dupa directia p* trebuie ficutd evact pentru a asigura conditia (p*)7 - g*¥ = 0.
Pentru functii care sunt diferite de o forma patratica, minimul nu se atinge dupa
n deplasari, dar algoritmul are o convergenta buna.

Ramane problema determinérii acestor directii fara a folosi matricea hessian
G. Powell a fost primul care a gasit o modalitate de a obtine un set de n directii
conjugate folosind urmatorul algoritm:

Date: 2°, U(z), €, n, maziter
Il =1: maxiter

[ ul = et Se initializeaza directiile de cautare dupa fiecare n + 1 iteratii.
UQ — U(.%‘O)
k=1:(n+1)
[i=1:n
't — mig{U(l"*l + awu’)}  Se minimizeaza U in lungul directiilor u’.
[e3S
i=1:(n—-1)
ub e yitl
n n 0 Se inlocuieste ultima directie a setului cu
u — " —x L . .0
directia care trece prin punctele x"gi x".
20 miﬁ{U(m” +au™)} Se reinitializeazad punctul de start.
L ag
| daca |U — Up| < e(1 + |U]) atunci minim determinat stop.

Conditia de oprire folosita este de forma
|Uk+1 — Us| < e+ |Uk1l) (7.18)

unde am vazut la 7.1 ca € > (/gp7, ep flind epsilon magina. Conditia (7.18)
asigurd precizia relativa e pentru valoarea minimului U (z*), daci acesta ia valori
departate de zero. Daca valoarea minima este chiar zero sau foarte apropiata
de zero, atunci testul (7.18) asigurd precizia absoluta e.

Powell a demostrat inca din 1964 c&, pentru o forma patratica ® (7.13), k
iteratii din algoritmul prezentat mai sus produc un set de directii u* dintre care
ultimele k sunt G-conjugate, cu conditia ca minimizarile in lungul directiilor u?
sa fie facute exact. O iteratie se obtine dupa n 4+ 1 minimizari dupa directiile
date de vectorii u?, i = 1,n, si 2™ — z°. Existd tendinta ca directiile construite
s devina liniar dependente. Acest lucru poate fi evitat (a) printr-o initializare
a directiilor u* = €’ la fiecare n + 1 iteratii (asa cum s-a si procedat mai sus),
sau (b) in loc de a renunta fara discernamant la ultima directie, se renunta la
directia care a produs cea mai mare descregtere.

Revenind la relatia (7.13), s& observam cad pentru a defini o forma patratica
este nevoie de un numér de parametrii de ordinul n?. Mai exact, matricea G fiind
simetrica, suma elementelor distincte este 14+2+...4n = n(n+1)/2. Daca tinem
cont gi de cele n componente ale gradientului, rezultd n(n + 3)/2 parametrii
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ce definesc o forma péatratica. In timp ce matricea hessian G este constanta,
gradientul se modifica, dar este nul in punctul de minim. In concluzie, indiferent
de metoda pe care o vom folosi, cu sau fara calculul derivatelor functiei scop,
chiar pentru o forma patraticd, determinarea minimului nainte de obtinerea
celor O(n?) parametrii este cel mult intamplatoare.

Diferenta esentiala intre metodele de optimizare consta in modul in care se
calculeaza acesti parametrii. Spre exemplu, in cazul unei forme pétratice, fo-
losind matricea hessian, determinarea minimului revine la rezolvarea sistemului
de ecuatii liniare G - (z — 2%) = —¢° (vezi relatia 7.14). Evaluarea derivatelor,
cand acest lucru este posibil fara dificultati suplimentare, va constitui cea mai
eficienta modalitate de obtinere a informatiei necesare determinarii minimului.

7.3 Metoda gradientului

Este cea mai simpla metoda de descrestere care foloseste derivatele functiei U.
Se bazeaza pe observatia ca suprafetele cu n — 1 dimensiuni de forma

U (z) = K; = constant, i =1,2,3,... | (7.19)

denumite i suprafete de nivel pentru functia U(z), sunt astfel dispuse incat
constantele K; iau valori crescatoare cand ne deplasam pe directia pozitiva a
vectorului gradient

T
U ou 5—U> | (7.20)

g=gradU =VU = <8—1:1’8—a:2""’ oz,

Din cele trei notatii uzuale din (7.20), o vom prefera pe prima, adica in mod
curent vom nota gradientul cu g.

Deoarece g este variabil, deplasarea trebuie sa fie suficient de mica pentru
ca plecand dintr-un punct oarecare, si intalnim suprafete de nivel superioare.
Dacd, dimpotriva, ne deplasdm in sens opus (—g ), vom intalni constante de
nivel K; cu valori descrescatoare.

ExEMPLU. Fie functia U = 22 + 32. Suprafetele de nivel sunt cilindri coaxiali
cu axa Oz iar /K; reprezints razele cercurilor de intersectie cu planul zOy. Pe
de alta parte, gradientul este g = VU = 2(;1‘ —&-j'y)7 f§i ; fiind versorii axelor Ox
si Oy. Se observa ca in orice punct gradientul este orientat in sensul cresterii
razei, deci a cregterii constantelor K; (fig. 7.3).

Pentru determinarea minimului functiei U, construim sirul de iteratii

af =2k — gk, UG < U@h) (7.21)

unde z* = (xf, 2%, ... 28T iar

(7.22)

U () dU ()  aU(*)\ "
Oxy = Oxs 77 Oz,

T
g" = (gt g5, ....gF)" = (
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Figura 7.3: Gradientul functiei U = 2 + y°.

este vectorul gradient in z* si oy un scalar pozitiv. Directia p¥ = —g* este
o directie de descrestere pentru functia U in punctul z* (este chiar directia
de mazimd descrestere in z¥ ). Determinarea scalarului ay se face cu una
din metodele prezentate in 7.1. Dacd minimul oy se determina exact, atunci
gradientul g**! este perpendicular pe ¢g*, adica

o =2k — ik (F)T g =0. (7.23)

Ultima egalitate (7.23) exprima faptul ca punctul in care produsul scalar
al gradientilor gy si gr+1 este nul reprezinta un punct de minim unidirectronal.
Intr-adevir, dacd vectorul g* ar avea o componenti diferita de zero dupa directia
—g"*1, atunci functia U ar sciidea in continuare, ceea ce contrazice definitia
minimului.

Metoda gradientului utilizatd cu valoarea optima pentru scalarul «y (caz
in care spunem ci am folosit un pas optimal sau pas Cauchy), are o viteza de
convergenta liniara, adica distanta la punctul de minim tinde spre zero ca o
progresie geometricd de ratie subunitard (vezi 7.5). Convergenta devine lentd,
de regula, cand numarul de variabile n creste si de asemenea, in vecinatatea
minimului cand vectorul g tinde catre zero. Metoda de cautare a minimului
dupa directia —g*, utilizand un singur parametru oy, a fost descrisa in 7.1.

In continuare, ddm un algoritm general pentru metodele de optimizare care
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folosesc gradientul functiei scop:

Date: 2°, U(z), VU(z), €, maziter
z — 2% Uy «— U(20); g* — VU ()
D — gk Initializarea directiei de descrestere.
1 =1: maziter
x — min{U(z + ap)}
acR

Upr = Ulx); " — VU(2)

daca Ug41 > Uy atunci egec stop.
[test convergentd]

[actualizarea directiei de descrestere p)
Uk — Uk+1 .

(7.24)

Algoritmii care folosesc calculul gradientului functiei scop U se deosebesc
prin modul de calcul al directiei de descregtere p. Cateva precizari sunt nece-
sare in cele ce urmeaza. O prima problema o constituie alegerea metodei de
minimizare unidirectionald, pentru care recomandam algoritmul lui Brent. O
a doua problema o constituie precizia cu care trebuie efectuatd minimizarea
unidirectionald. Unele metode (cum ar fi metoda gradientului) nu necesita un
calcul precis, in timp ce convergenta altor metode impune un calcul exact al mi-
nimului unidirectional (metodele cvasi-Newton, metodele de gradient conjugat).
Un criteriu practic pentru o minimizare unidirectionald aproximativa este legat
de proiectia directiei de descrestere pe directia gradientului (care se numegte
derivatd directionald)

(") VU (" + ap®)| < nl(pF) 9", 0<n < 1. (7.25)
Pentru n = 0 avem (p*)?¢g**! = 0, adicd minimizarea unidirectionala s-a facut
exact. Pe langa criteriul (7.25) se poate impune o condifie de descrestere sufi-
cientd de forma

U1 — U < —pai(g*)"p" . (7.26)
Valori uzuale: p € [107°,107Y], n € (i, 1).

O a treia problema o constituie testul de convergenta. In general, trei criterii
sunt mai des folosite:

Lo+ — k| < (1 b))
2. Uk — Ukl < eo (1 + Uil (7.27)
3. VU1 <, -

Primul criteriu arata ca primele ¢ cifre semnificative ale aproximatiilor punctul
de minim din doud iteratii succesive sunt identice, daci e, = 107¢, in timp ce
cel de-al doilea criteriu arata ca primele ¢ cifre semnificative ale valorii functiei
scop sunt identice, ey = 107%. S-au luat mésuri de precautie pentru cazul
in care punctul de minim este chiar x = 0 sau valoarea minima este U = 0,
scriind spre exemplu ||z*+! — 2F|| < e, ||2F || + &, in loc de [|z*F! — 2F|| < e,.
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Criteriului 3 trebuie folosit cu atentie, deoarece satisfacerea lui nu inseamna in
mod obligatoriu atingerea unui punct de minim, ci poate fi si un punct de maxim
sau punct ga (un punct de inflexiune in cazul unidimensional). Trebuie reamintit
(vezi 7.1) ca valorile impuse pentru precizia relativa trebuie sd indeplineasca
conditiile e, < \/eu, ev < \/2m, iar pentru criteriul 3, ¢4 < ¥enr, unde ey
este epsilon magina..

7.4 Metoda Newton

Asa cum s-a precizat, metoda gradientului are o viteza de convergenta liniara,
adica la fiecare iteratie distanta la punctul de minim scade ca termenii unei
progresii geometrice de ratie subunitara. Acest lucru se mai poate scrie si in
functie de comportarea raportului distantelor pana la punctul de minim, notat
cu z*, pentru doua iteratii succesive, k gi k + 1

||I,k‘+1 —

lim sup ———— =c. (7.28)
k—oo ||$k — m*HT

|

Daca r =1 i ¢ € (0,1), atunci convergenta este liniard. Dacd c este apropiat
de unitate, convergenta este lenta. Daca r = 1 si ¢ = 0, avem convergentd
superliniara. Daca r > 1 gi ¢ este finit, r se numeste ordin de convergenta.
Pentru r = 2 convergenta este pdtratica.

Metoda Newton se bazeaza pe aproximarea functiei de minimizat U(x) , la
iteratia k, cu o forma patraticd ®; (z) definita de (7.13). Functia ®; are un
minim x = z~ daca matricea Gy este pozitiv definitd’ , adici daci pe orice
directie ne-am indeparta de punctul z~ existd inegalitatea @ (x) — ®p(z~) > 0
intr-o vecinatate suficient de mica. Punctul de minim x = x~, este un punct
stationar, adica derivatele partiale de ordinul intai, deci gradientul V&, se
anuleaza In acest punct. Prin urmare, pentru valori suficient de mici ale distantei
pand la minim || — 27| < e, putem scrie tinand cont de (7.13)

Pp(z) — Pp(z7) 2 iz —27) Gz —27)>0. (7.29)

Pe de alta parte, rezolvarea sistemului V&, = 0, se poate face utilizand
metoda iterativi Newton (vezi 8.2)
Gz —ak)y = —gF = 2FF =2F G lgh =27 . (7.30)
Pentru determinarea punctului de minim (z~ reprezinta aproximatia z**!
pentru minimul x* al functiei U ) este necesari rezolvarea unui sistem de n
ecuatii liniare cu n necunoscute, adici circa n3/3 + n? operatii, in cazul cand
folosim metoda de eliminare a lui Gauss (vezi capitolul 5). Din a doua egalitate
(7.30), se observa ca directia de deplasare 2~ — x* spre punctul de minim nu
este directia —g* a metodei gradientului, aceasta fiind modificatd prin inmultire
cu inversa matricei hessiene, G;l. Directia de descrestere p* dati de relatia

P =—-G.'g", (6")p" <0, (7.31)
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Figura 7.4: Deplasarea céitre minim.

pentru fiecare iteratie k, se numeste directie Newton. Proiectia directiei New-
ton dupa directia gradientului este negativa deoarece matricele Gy, si G,;l sunt
pozitiv definite

(d") " =—-(g""G} g <0, (7.32)

inegalitatea (g*)”p* < 0 fiind definitorie pentru orice directie de descrestere p*.

Ca si in cazul metodei Newton pentru sisteme neliniare (vezi capitolul 5),
aproximarea cu o forméa patratica conduce la rezultate bune daca aprozimatia
mifiala este suficient de apropiatd de solufie. Aceasta inseamné ca, dacd hessi-
ana exista si este pozitiv definiti, incepand cu un anumit z* suficient de aproape
de minimul z = x*, metoda Newton de descregtere converge iar convergenta este
patratica.

In forma prezentata, metoda Newton are o serie de neajunsuri. Astfel, daca
intr-un anumit punct z*, hessiana G nu este pozitiv definita, directia Newton
nu mai este o directie de descregtere gi se poate ca Ugy1 > Uy, (punctul A, figura
7.4). In zonele in care functia U are o variatie plata, putand fi aproximata local
cu o functie de gradul 1 (hiperplan), hessiana se anuleaza (G = 0), iar ecuatia
(7.30) nu are solutie (punctul L, figura 7.4). Daca in aceste cazuri introducem
o matrice pozitiv definitd in locul hessianei, deplasarea spre minimul z* va
continua gi in aceste situatii. In cazul unidimensional, aceasta revine la a urma
in punctele A gi L directia parabolelor tangente la functia y de minimizat, dar
avand tot timpul o curbura pozitiva, directiile modificate obtinute ducandu-ne
in punctele m4 si my, respectiv.

Avand la baza metoda Newton, au fost dezvoltate o serie de metode care
pastreaza convergenta locald bund (patratica), dar prezinta si o convergenta
globala, eliminand neajunsurile prezentate anterior. Dintre acestea, prezentam
in continuare metoda regiunii de incredere in model.
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Algoritmul metodei regiunii de incredere in model (7.35) se bazeaza ca si
metoda Newton pe aproximarea functiei scop U(x) cu o forma patraticd ®(x)
datd de (7.13). Fiind vorba de o aproximare valabild local, se stabilegte o zond
de tncredere In model, adica zona in care se admite ca ® aproximeaza bine pe
U. In aceastd zond care este o sferd cu centrul in 2% de razi Ok, se determina
punctul de minim pentru ®(z). Dacd minimul aproximantei ®(z) se afla in afara
regiunii de incredere, acesta nu este luat in considerare. Raman de rezolvat doua
probleme: marimea razei d; a regiunii de incredere gi determinarea directiei de
descrestere p*.

Marimea razei regiunii de incredere la pasul k£ + 1 se alege in functie de
valoarea anterioara si de raportul 7 dintre reducerea efectiva si cea prezisa,

iy = [U (@) = U@h)/[@") — o) . (7.33)

Pentru valori mici ale raportului r; (evident rp > 0 dacd ne deplasidm spre
minim), se ia dx41 < O, In timp ce pentru valori care tind citre unitate se
poate lua dgy1 > 0.

Directia de ciutare p* se determini plecand de la directia Newton definit#
de (7.31), rescrisd in forma

(G 4+ N)p* = —g¢* | (7.34)

unde )\ se alege astfel incat matricea Gy, + Al sa fie pozitiv definita, evitandu-se
astfel una din situatiile nedorite care apar in aplicarea metodei Newton. Pentru
A = 0 regasim metoda Newton daca noua aproximatie a punctului de minim nu
iese in afara regiunii de incredere, adica daca ||p*||2 < dx. Pentru A > 0 se cauta
o directie de descregtere pentru care minimul aproximantei ® sa se afle chiar la
frontiera regiunii de incredere, adica ||p*||s = k. Deoarece matricea Gy, + A1
este pozitiv definitd, rezolvarea sistemului de ecuatii (7.34) se face mai eficient
folosind descompunerea Cholesky G}, + Al = RTR (vezi capitolul 5). Numirul
maxim de iteratii mazxiter in care apreciem ca trebuie gasit minimul se alege cu
atdt mai mare cu cat numarul n de variabile ale functiei scop U este mai mare.
Numaérul de iteratii np pentru calculul directiei de descregtere nu trebuie sa fie
mai mare decat 3, pentru ca efortul de calcul depus pentru o iteratie sa nu fie
exagerat de mare.
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Algoritmul regiunii de incredere in model.
Date: z°, U(z), VU (), G(x), p, 0, 71, Y2, 00, Mo, €,Ep, maziter, np
[Valori uzuale pentru constante: p = 0.25, n = 0.75, y1 = 0.5, 72 = 2]
7 — 2% § — So; X = o, Uy, «— U(20); g% — VU (20); Gy — G(2°); &), — Uy,
k =1: maziter

[ Calculul directiei de descrestere p*

[ d—1;ip—1

cat timp |d| > e,|\| + 1071 ip < np
factorizare Cholesky G + A\ = RTR

rezolva sistemul R Rp* = —g*
rezolvd sistemul RT g = —p*
d— (Il*1/lall)?(Ip*11/6 — 1)
A= A+d

wp—ip+1

(7.35)

$k+1 - Ltk +pk; Uk+1 — U(xk+1); gk—i-l — VU($k+1); Gk+1 — G((Ek+1)
Ppp1 — Up + (") Tg" + 5(07) " Grpa (0F)
d — Ugy1 — Ug
daca |d| < €|Ug41] atunci minim calculat stop.
Py — d/[B(zH) — D(ah)]
daci 7, > p atunci ¥ «— 21 gF — gF L G — G
Actualizarea razei regiunii de incredere

daca ry < i

atunci 6 «— v10

altfel daca r > n

atunci § «— v20 .

7.5 Metode cvasi-Newton

Metodele cvasi-Newton constau in aproximarea matricei G cu o matrice B,
simetrica si pozitiv definita. Pentru a combina proprietatile de convergenta
globala ale metodei gradientului cu cele de convergenta locala rapida ale metodei
Newton, ecuatia pentru directia Newton p* (7.30) se inlocuieste cu ecuatia
Byp* = —g" (7.36)

)
iar deplasarea se ia cu ponderea ay

sF = gkt gk = app® (7.37)

ay, fiind determinat in fiecare etapa prin conditia de minim al functiei de o
variabild f(ay) = U(xF + agpp®).



7.5. Metode cvasi-Newton 197

Pentru actualizarea matricei By la pasul £+ 1, adica pentru calculul matricei
By 1, se dezvolta functia U in serie Taylor in jurul punctului 2*+!, pastrandu-se
doar primii trei termeni

Uz) = U@ + (2 — "7 " 4+ L@ — 2T Gy (x — 2F11) | (7.38)
pentru care
g= gk’-‘rl + Gk;_t,_l(x _ xk-i—l) o~ gk-‘rl + Bk-‘rl (37 _ xk-‘rl) , (739)

Impunand ca By, sa aproximeze matricea hessian G, pentru x = z¥, se

obtine conditia cvasi-Newton
Bjy1s® =g"t — g =4k . (7.40)

Relatia (7.40) nu este suficienta pentru determinarea matricei Bj41, astfel
incat ea trebuie completatd cu o conditie suplimentara. De exemplu, putem
impune ca matricea By sd nu difere mult de By, adicd ||Byry1 — Bgl| sa fie
minim. Folosind norma Frobenius ponderata si determinand matricea By11 ca
o solutie a problemei de minimizare

mind W 2(Besr — BOW " 2|p | Bipus® = ¢4, (7.41)

unde matricele B si W sunt simetrice si pozitiv definite, iar W satisface conditia
cvasi-Newton Ws* = y¥, se obtine formula Davidon-Fletcher-Powell (DF P)

k(yk)T +yk(zk)T (Zk)Tsk T
G et ) (7.42)
28 =yF — Bpsk = yF —|—akgz .

z
Byi1 = By +

In mod similar, rezolvarea problemei de optimizare
min{[W'/*(Bil, - ByYWY2|p | Buas® =3}, (7.43)

conduce la formula Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS)

yk(yk)T Bksk(sk)TBk
k

TS~ (M (Brsh) (7:44)

Byy1 = B +

Ambele formule (7.42) si (7.44) se pot simplifica tinand cont ca Bjs* = —ay,g"
si au urmatoarea proprietate remarcabila: daca By este pozitiv definita atunci
Bj.41 este pozitiv definita.

Relatiile (7.36) si (7.37) se pot scrie si sub forma

Pt =2k — B gR (7.45)

Avantajul relatiei (7.45) constd in eliminarea rezolvérii sistemului de ecuatii
liniare. Notand H = B!, pentru DFP se obtine
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Sk(sk)T Hkyk(yk)THk

Hieer = Bt (T ~ (T (Hogh) (740
iar pentru BFGS
s (F)\T k(gk\T sk (sF\T
ts = (1= Gt ) o (1 G5 ) + e = -
g Hkyk(sk)T—i—sk(yk)THk N Sk(yk)THkyk(sk)T Sk(sk)T :
’“ TS (O

Formulele pentru inversa matricei hessiene prezinta avantajul principal al
numadrului mai mic de operatii, Insa sunt mai putin stabile din punct de vedere
definite, admit o descompunere Choleski de forma By, = R} Ry. In acest caz,
rezolvarea sistemului (7.36) necesitd numai O(n?), operatii. In plus, factorii
descompunerii Choleski se pot actualiza direct in O(n?) operatii.

In toate cazurile, ca matrice initiala se poate lua matricea unitate sau orice
matrice simetrica gi pozitiv definita. Se observa ca formula BFGS pentru ma-
tricea B este mai simpla, in timp ce pentru matricea H este preferabila formula
DFP. La aplicarea formulelor de mai sus, se evita inmultirea matricelor, uti-
lizandu-se numai produse de vectori sau de vectori gi matrice. Convergenta
acestor metode este globala si superliniara.

Exista pericolul ca, din cauza acumularii erorilor de rotunjire, matricele
B sau H sa devina singulare sau sa-si piarda pozitivitatea. O modalitate de
corectie consta in reinitializarea matricelor B sau H cu matricea unitate dupa
n iteratii.

Convergenta metodelor cvasi-Newton depinde esential de exactitatea cu care
se determina minimul unidirectional la fiecare etapa. Metoda BFGS se dovedeste
mai putin sensibila din acest punct de vedere, fiind mai stabila decat metoda
DFP. Aplicate unor functii patratice (U = 27 Az, A matrice constanti), meto-
dele cvasi-Newton converg in maximum n iteratii (n fiind numérul de variabile
independente) cand matricea B va contine elementele matricei hessiene.

7.6 Metode de gradient conjugat

Metodele de gradient conjugat nu se deosebesc esential de metodele cvasi-
Newton din punct de vedere al scopului, i anume obtinerea minimului unei
forme péatratice in n iteratii. Ambele clase de metode necesita calculul derivate-
lor partiale de ordinul intai gi au aceeagi convergenta superliniara. Deosebirea
esentiala consta In faptul cad metodele de gradient conjugat nu necesita memo-
rarea unei matrice.
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Fie gradientul formei patratice ® definita de (7.13), evaluat in punctul z*+1

V@(l‘k—‘rl) Egk+1 :gk +G(l‘k+1 _xk) — gk +akak , (748)

1

unde am consderat z**t!1 = 2*F 4 qypF, iar directiile de descrestere construite

dupa regula
karl — 7gk+1 + 6kpk . (749)

Avem de determinat doi parametrii: ay si Bx. Pentru a pastra avantajul castigat
la iteratiile anterioare (vezi 7.2), vom impune ca directiile p**! si p* sa fie G-
conjugate, adica (pF+1)TGpF = 0. Inmultind la dreapta transpusa relatiei (7.49)
cu Gp¥, se obtine

Br = (¢" )T Gp"/(p*) " Gp* . (7.50)

k+1

inmul‘gind la dreapta aceeasi relatie cu Gp™™, se obtine egalitatea

(pk+1)Tka+1 — _(gk-',-l)Tka-',-l , (751)

Punand conditia ca vectorii g* si g"*! si fie perpendiculari ((g"*1)Tg¢* = 0),
folosind relatia (7.51) si scotand din (7.48) Gp* = (¢**! — g¥)/ay, din relatia
(7.50) se obtine

ﬂk _ 7(gk+1)Tka/(gk)Tka _ (ngrl)Tngrl/(gk)Tgk ) (7.52)

Pentru determinarea lui a;; vom folosi din nou conditia ca vectorii g" si ghtt
s& fie perpendiculari. Inmultind relatia (7.48) cu (g¢*1)7, respectiv cu (g¥)7 ,

se obtin relatiile
ar = —(g") 9" /(M) Gp" = (") g /(g T Gp" (7.53)

relatii care nu sunt utile din punct de vedere practic deoarece nu avem la

dispozitie hessiana G. Vom arita insd ca ponderea « i din relatia (7.48) este

chiar valoarea care rezulta din problema de optimizare ay = miﬁ{U(Z‘k +ap®)}.
ae

Pentru aceasta trebuie sd ardtam cd vectorii gFt1 & p* sunt perpendiculari,
adica (pF)Tg**! = 0. Inmultind la stanga relatia (7.48) cu (p*)T si tinand cont
de relatile (7.49) si (7.51), se obtine succcesiv
M g = 05T+ an®) G
— (_gk +ﬁk71pk71)Tgk o ak(gk)Tka
= (""" + B ()T = (M) + (0"
= B " (7.54)

Daca la pasul anterior cautarea unidirectionala s-a facut exact, adica ponderea
ay_1 a fost determinata astfel incat (p*~1)Tg* = 0, atunci avem (p¥)Tg**! = 0.

Am obtinut astfel setul de directii G-conjugate p* construite cu relatia (7.49),
cu valoarea f3; dati de relatia (7.52). Pentru construirea setului de directii p*
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nu este nevoie de matricea hessian G, dar este necesar ca ponderile oy, sa fie
calculate exact.

Desi teoretic am gasit o singura cale de obtinere a unui set de directii G-
conjugate, In practica se Intalnesc mai multe variante, in functie de modul cum
se calculeaza parametrul 3 :

Metoda Fletcher-Reeves Br = (g"THTgh+1/(g")T g ;
Metoda Polak-Ribiére Br = (") TyF /(g ’“)Tg’“, yk = ghtt — gk
Metoda Hestens-Stiefel B = (gF ) Tyk /(y*) TPk

Pentru o forma patratica relatiile de mai sus sunt echivalente. Astfel, numa-
ratorul relatiei Polak-Ribiére se mai scrie (gFT1)T(ghtl — g%) = (gFt1)Tgh+1,

deoarece (g*T1)T g% = 0, iar numitorul relatiei Hestens-Stiefel se scrie (y*)Tp* =

(") Tp" = (¢")p" =0—(¢")"g" = = (") " g".

Se observa tendinta metodei Polak-Ribiere de reinitializare a directiei de
cautare dupa directia gradientului simplu in situatiile dificile, cand 2¥+1 —2* este
foarte mic gi g**t! ~ g¥. Din aceast# cauza, pentru functii obiectiv complicate
metoda Polak-Ribiere se dovedeste a fi mai robusta. Metoda Hestens-Stiefel are
si la numitor termenul y* = ¢g**1 — g¥, fapt care provoaca dificultati in situatia
mai sus amintita.

Avansand la fiecare iteratie cu pasul optim aj = o, convergenta metodelor
de gradient conjugat este superliniara. Pentru a evita efectele nedorite datorate
acumuléarii erorilor de rotunjire, se recomanda reinitializarea algoritmului dupa
n + 1 pagi, punandu-se fBr+1 = 0. Ea este sugerata si de faptul ca, pentru o
functie patratica, metodele de gradient conjugat converg in cel mult n iteratii.

Metodele de gradient conjugat necesitd O(n) operatii pe iteratie; de aseme-
nea, au proprietati de convergenta globald. Ca urmare, la rezolvarea probleme-
lor cu un numar mare de variabile se recomanda folosirea metodelor de gradient
conjugat in locul metodelor cvasi-Newton.

7.6.1 Rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare folosind me-
tode de optimizare

Metodele de optimizare pot fi aplicate cu succes pentru rezolvarea sistemelor de
ecuatii liniare (capitolul 5), indeosebi pentru sisteme mari, atunci cand metodele
directe nu mai sunt eficiente. Deoarece numarul de variabile este mare, in astfel
de situatii sunt preferate metodele de gradient conjugat.

Pentru a folosi o metoda de optimizare, trebuie definita functia obiectiv U.
Fie sistemul de ecuatii liniare

Az =10, (7.55)

unde A este o matrice simetrica pozitiv definitd, adica avem AT = Agi 2T Az >
0 pentru orice z # 0. In aceste conditii, problema rezolvarii sistemului (7.55)
este echivalentéd cu problema minimizarii formei patratice

U(z) = (x, Az) — 2 (z,b) , (7.56)
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unde pentru produsul scalar s-a utilizat notatia
n

(x,b) =2Tb = 21:1 x:b; . (7.57)

In cazul in care matricea A este simetrica, gradientul functiei U este dat de
relatia

g(x) =VU(x) = -2(b— Azx) . (7.58)

Se observil ci functia U are un extrem pentru solutia  a sistemului (7.55). In
lungul unei directii de descrestere p avem relatiile

Ulx+ap) = (x+ap, Alx+ ap)) —2(x + ap,b)
(z, Az) + o (z, Ap) + a (p, Az) + o (p, Ap) — 2 (x,b) — 2 (p, b)
= U(z) + 2 (p, Az) — 2a (p,b) + a? (p, Ap)
= U(x) + 2o (p, Az — b) + o (p, Ap) . (7.59)
Am folosit egalitatea (z, Ap) = (ATxz,p) = (p, ATz), si cam AT = A, rezultd
(x, Ap) = (p, Az). Observim cum coeficientul lui o? este pozitiv, (p, Ap) > 0

deoarece matricea A este pozitiv definita, deci functia U are un minim pentru
o = o™ care poate fi determinat din conditia

d
U+ ap) =2 (p, Az — b) + 20 (p, Ap) | (7.60)

rezultand

o = (p,b— Az} / (p, Ap) . (7.61)

Cu valoarea o datd de (7.61), obtinem minimul functiei U dupa directia p

Ul+a'p) = Ulx)+a”[2(p, Az —b) + o~ (p, Ap)]
= U(z)+a" [2(p, Az — b) + (p,b — Ax)]
= Ux) —a* (p,b— Ax)
= Ulz) - (p,b— Ax)* / (p, Ap) . (7.62)

Dam in continuare algoritmul de determinare a minimului functiei U data de
(7.56) folosind metoda gradientului pentru care directia de descregtere este p =
—g datd de (7.58). Conditia de oprire folosita este ||b — Ax||§ <e.

Date: 2, A, b, maziter, e
iter «— 1; norm «— 1; x «—x
cat timp norm > ¢ si iter < maxiter

p—b— Ax; norm «— (p,p)

a «— norm/ {p, Ap)

T <—T+ap.

0
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Determinarea minimului functiei U data de (7.56) se poate face folosind
orice altd metoda de optimizare. Spre exemplu, aplicarea metodei Fletcher-
Reeves duce la algoritmul (7.65). In partea stdngd am prezentat o variantii mai
usor de urmarit in timp ce in partea dreapta este o variantd optimizata pentru
codificarea intr-un limbaj de programare. Testul de oprire este <rk+1, 7””1) <eg,
unde r**+1 este reziduul la pasul k + 1 care coincide cu gradientul functiei scop
definitd de (7.56). Iteratiile se opresc gi in cazul in care inaintarea spre minim
devine lentéa, adica <pk,pk> < 4.

Numarul de iteratii necesare obtinerii solutiei sistemului (7.56) depinde de
numarul de conditionare al matricei A (vezi capitolul 5). Pentru a méri vi-
teza de convergentd, se poate imbunatati conditionarea sistemului (7.56) prin
transformarea sa intr-un sistem echivalent

Az =10, (7.63)
unde
A=STAS, & =8 e, b=5"b. (7.64)

Spunem ca am efectuat o precondifionare a sistemului.

Algoritmul Fletcher-Reeves pentru sisteme liniare.

Date: 2%, A, b, maziter, e, § Date: z°, A, b, maxiter, e, §
9 «—b— Az a0 r—b—Ax;p—r
p0 — 70 c—(rry;d—c

k=0: (maxiter — 1) k =1: maxiter

[ daci <p,p>1/2 < dstop
z — Ap; a ¢/ (p, 2) (7.65)
T < T+ ap
re—r—az
d— (r,r)
daca d < estop
p—r+(d/c)p

| c—d.

daca <pk,pk>1/2 < dstop

Qg — <rka7ﬂk> / <pk7 Apk>
Ftl — gk 4 aRp

R+l — ok — ag ApF

dacd (r*1 r*1) < estop
B {rk+t okt f (kA

| pFtl kL gk

Dac# matricea sistemului original are multe elemente nule (matrice rard),
operatia de preconditionare poate duce la pierderea acestui avantaj. Din acest
punct de vedere, in loc de a efectua o preconditionare explicita a sistemului ori-
ginal urmata apoi de rezolvarea numerica a sistemului obtinut, este mai avan-
tajoasa din punct de vedere numeric folosirea unei tehnici de preconditionare
implicita folosind relatiile

sk S‘lxk' ﬁk — S—lpk
k

= 8Th — (STAS)(S~1ak) = STk (7.66)
=Sk = Q7 1rk, unde Q7' = 55T .
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In aceste conditii obtinem
ap = <7gk77gk>/<ﬁk’/iﬁk>
= (STrk, STrk) /(S™1pF (ST AS)(S™1ph))
_ <SSTrk’rk>/<SS—1pk,Apk> _ <Q—1rk,rk>/<pk’Apk>
= <7~’k,rk>/<pk,Apk> . (7.67)
Relatia de deplasare citre minimul ce reprezintd solutia sistemului (7.63) este
= P 4 agph (7.68)
sau tindnd cont de (7.66), se obtine
STlghtl = g=1gk 4 4,871k | (7.69)
Inmultind la stanga cu S relatia (7.69), obtinem
aF = ok ot (7.70)

Analog se obtin relatiile

Tk+1 — ,r,k‘ o &kApk7 éék — <fk+1,7'k+1> / <fk,7"k>, pk+1 — fk‘Jrl 4 dk'pk .
(7.71)

Dam in continuare algoritmul pentru rezolvarea sistemului de ecuatii liniare
folosind metoda de gradient conjugat Fletcher-Reeves cu preconditionare.

Date: 29, A, b, maziter, e, §
0 «—b— Az”

rezolva sistemul Q70 = r
P — 70

k=0: (maziter — 1)

0

daca <pk,pk>1/2 < dstop
ay — (7*, k) [ (p*, Ap¥)
I P S
PRl b — G ApF
rezolva sistemul Q7FF ! = r
daca (FF1 rA 1) < e atunci
daca <rk+1,rk+1>2 < estop
Bk - <7:k+17rk+1>/<7:k),rk>
PEHL L Bk

k+1

Date: 29, A, b, maziter, e, §
x—a%r—b— Az
rezolva sistemul Qz = r
perice(z7)
k =1: mazxiter
daca <p,p>1/2 < Jstop
z — Ap; a — ¢/ (p, z)
T — T+ ap
reT—az
rezolva sistemul Qz = r
d— (z,1)
daca d < e
atunci

e «— (r,r)

daca e < estop
p—z+(d/c)p
| c—d.

Din nou, in partea stanga prezentam o variantd mai ugor de urmarit in timp ce
in partea dreapta optimizata pentru codificarea intr-un limbaj de programare.
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Deoarece la fiecare pas trebuie rezolvat un sistem de forma Qx = y, matricea Q
trebuie aleasa astfel incat sistemul sa fie usor de rezolvat. Daca spre exemplu
matricea @ este diagonala, atunci efortul de calcul pentru rezolvarea sistemului
este minim la fiecare pas, in timp ce forme mai complicate ale matricei ) permit
obtinerea unui sistem mai bine conditionat si deci un numéar mai mic de iteratii
necesare obtinerii solutiei. Ne aflim in fata unui exemplu tipic de compromis
intre un efort minim pe iteratie dar numar mare de iteratii si un efort mai mare
pe iteratie care duce la micgorarea numarului de iteratii.

7.7 Metode specifice de optimizare

Din aceasta categorie fac parte metodele care sunt special construite pentru
functii scop ce au forme particulare. Fie functia scop de forma

Ule) =4 F} (@) =3IFI3. (7.72)

unde F : R* — R"™. O problemd de optimizare cu functia scop de forma (7.72)
se mai Intalneste sub denumirea de problema celor mai mici patrate neliniare.
Observam ca

gi = 8U/al‘7 = ijl(aFj/()xi)Fj, 1 E 1,_71 s (773)
sau vectorial
VU(z) = g(x) = J¥ (2)F(z) , (7.74)

unde J este matricea jacobiand a functiei F. Notand cu (G, = (0*F;)/(9z;0x,),
se obtine

V2U(x) = JT(2)J(x) + Q(z) , (7.75)
unde cu () s-a notat matricea
Q@)=Y Fi(2)Gilx) . (7.76)

Daca minimul functiei U este zero sau foarte mic, atunci in vecinatatea acestuia
avem valori mici pentru functiile F; astfel incat se poate neglija termenul Q(x)
din relatia (7.75), aproximand? hessiana cu relatia

G(z) = VU (z) = J(2)J(z) , (7.77)

obtinand deci o metoda cu eficientd comparabila metodelor de tip Newton.
Dintre metodele care rezolva problema celor mai mici patrate neliniare, metoda
Levenberg-Marquardt face parte din categoria metodelor regiunii de incredere
in model prezentate la 33. Algoritmul prezentat pentru metoda regiunii de
incredere poate fi aplicat direct pentru metoda Levenberg-Marquardt, dar tinand
cont de aproximarea hessianei cu (7.77) pot fi aduse imbunatitiri modului de
calcul al directiei de descrestere p.

2 Aceastd ipotezi nu mai este justificatd dacd \/U(z*) este de acelasi ordin de marime cu
valoarea proprie maxims a matricei JZJ, unde cu z* s-a notat punctul in care U ia valoarea
minima.
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Figura 7.5: Exemplu de restrictie liniara.

7.8 Probleme de optimizare cu restrictii

Majoritatea problemelor practice se formuleaza ca probleme de optimizare la
care variabilele functiei obiectiv sunt supuse unor restrictii. Este bine de retinut
faptul ca deseori metodele de optimizare pentru probleme cu restrictii au la baza
metodele de optimizare fara restrictii, cu mici modificari. Spatiul nu ne permite
prezentarea in detaliu a metodelor de optimizare cu restrictii, dar cateva notiuni
de baza sunt necesare.

Restrictiile pot fi liniare sau meliniare. Restrictiile liniare pot fi scrise in
forma generala

Az =10, (7.78)
cand avem de a face cu restrictii egalitati liniare, sau
Az > b, (7.79)

cand avem de a face cu restrictii inegalitati liniare. Matricea A are m linii,
unde m este numarul de restrictii impuse celor n variabile ale functiei scop.
Un punct x € R™ este admisibil daca indeplinesgte conditiile (7.78) sau (7.79)
dupa cum este cazul. Spre exemplu, in cazul n = 2, o restrictie egalitate de
forma 1 — 29 = 1 impune ca minimul sa fie ciutat pe o dreapta (fig. 7.5),
iar o restrictie inegalitate de forma x; — x2 < 1 face ca punctele admisibile
sa fie plasate in semiplanul de deasupra dreptei zo = 1 — x1. Se observa ca
restrictiile egalitate reduc dimensiunea problemei: minimizarea unei functii scop
de n variabile supuse la m restrictii independente, se poate obtine aplicind o
metoda de optimizare fara restrictii pentru o functie scop de n — m variabile.
O prima posibilitate de rezolvare a problemelor cu restrictii liniare este de a
folosi o metoda de optimizare fara restrictii Impreuna cu o strategie de penalizare
a functiei scop daca algoritmul incearca sa iasa din domeniul D al punctelor
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admisibile. Practic se redefinegte functia scop

Ulz) = 1, pentru x ¢ D (7.80)

- { U(z), pentruz € D
unde p > U(z?). Aceasti strategie are dezavantajul micsorarii vitezei de con-
vergenta, in special daca minimul este in apropierea frontierei lui D.

O alta posibilitate o constituie tehnicile de transformare. Spre exemplu, in
cazul particular al unor restrictii tip margini simple de forma a; < z; < G,
1€ 1,m, x; <, 1 € m 4+ 1,m se poate utiliza urmatoarea transformare de
tip Valentine:

z; = 1[(Bi — ;) cosz + (B + )], i € L,m/

.81
Ti=vy—z2, i€m +1,m. (7.81)

Tehnicile bazate pe transformari prezinta dezavantajul cresterii neliniaritatii
functiei scop transformate U. In plus, U poate deveni nemarginita sau poate
avea derivate discontinue ori hessiana nedefinitd sau singulard. Metode mai
performante se bazeazd pe combinatii intre tehnicile algebrei liniare gi cele ale
optimizarii fara restrictii.

Restrictiile neliniare pot fi la randul lor de tip egalitate sau inegalitate

fi(z) =0, sau fi(x) >0,i€1,n, (7.82)

unde f; : R® — R iar m este numaéarul de restrictii. Pentru rezolvarea pro-
blemelor de optimizare cu restrictii neliniare se pot folosi tehnici de penalizare,
extensii ale metodelor de rezolvare a problemelor cu restrictii liniare sau metode
specifice restrictiilor neliniare cum ar fi metoda de lagrangean proiectat.

Algoritmul Simplex.

Numeroase probleme din practica conduc la necesitatea optimizarii unei functii
scop liniare? de forma

U(z1,x2,... ,&n) = Zozjxj , (7.83)
j=1

unde cel putin un coeficient a; este nenul, cu restrictii de forma

z; > 0,j€ln,
Z::l CI,”J?] Z bi? [ € lamlv bz 2 O 5
Z:Zl agjzj < bg, k€my+1,ma, by =0, (7.84)

b, lema+1,m, b >0.

n
E ayT;
=1 W

30 functie U : R® — R este liniard daci indeplineste urmatoarele dous conditii: U(\z) =
AU (z) si U(azx + By) = aU(x) + BU(y), oricare ar fi vectorii z,y € R™ si scalarii a, 3, A € R.
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Figura 7.6: Un exemplu simplu de programare liniara.

Vom urmari in continuare obtinerea unei valori mazime (pe care o vom numi
in continuare valoare optimd) a functiei U. Problema determinérii unei valori
minime pentru U se reduce la determinarea unei valori maxime pentru —U.
Restrictiile de forma z; > 0 sunt impuse de semnificatia fizica a variabilelor.
Frontiera domeniului admisibil, care contine toti vectorii z € R™ care indeplinesc
simultan conditiile (7.84) si care se numesc vectorii admisibili, este definita de
ecuatiile liniare obtinute prin transformarea inegalitatilor in egalitati. Vectorul
admisibil care realizeaza valoarea maxima a functiei scop U se numeste vector
optimal. Conditiile b; > 0 pot fi intotdeauna indeplinite (in cazul in care b, < 0,
se inmultegte cu —1 inegalitatea respectiva). Deoarece gradientul unei functii
liniare de forma (7.83) este nenul in orice punct, rezultd ca valoarea optima se
afla pe frontiera domeniului admisibil. Aceasta valoare maxima este finita numai
daca restrictiile (7.84) definesc un poliedru convex. Mai mult, daca valoarea
optimé este unica, atunci ea se va gasi intr-unul din varfurile poliedrului.

Problema determinarii valorii optime a functiei U se reduce principial la
cautarea acesteia pe frontiera domeniului valorilor admisibile. Vectorul optimal
trebuie sa satisfaca sistemul de m ecuatii liniare ce definesc frontiera si care
contin n necunoscute, x;, j € I,n,nT7 m.

EXEMPLU. In figura (7.6) este exemplificat cazul

U(:Ch.rz) =1 + Z2, (7.85)
cu restrictiile
1 +x2 <10, =221 + 22 <3, —T1+ 222> -3, 21 >0, 12 >0 . (7.86)

Pe figur se observd domeniul admisibil, precum si vectorul optimal unic z = (1.75, 6.50)
aflat pe frontiera.

In cazul in care n este mare, parcurgerea la intamplare a frontierei poate
fi total ineficienta. Algorimul simpler ofera o modalitate de cautare a valorii
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optime asigurand in acelagi timp doud lucruri: (a) valoarea functiei scop U

cregte de la un pas la altul; (b) valoarea optimé este obtinutd in maximum

M pasi, unde M = max(n,m). Este interesant cd desi algoritmul simplex a

fost elaborat incd din 1948 de G.B. Dantzig iar proprietatea (b) de mai sus era

confirmata practic, aceasta a fost demostrata riguros abia in 1982 de S. Smale.

Pentru prezentarea algoritmului simplex, vom apela la doua exemple simple.
EXEMPLUL I. Se cere sa se gaseasca valoarea maxima a functiei

U= Tro — 3123 s (787)
cu restrictiile
1+ 2x2 —3x3 =3, x2o —x3 — x4 = —1, T1,T2, 3,24 >0, (788)

si bineinteles z; > 0. Se observa valoarea functiei U este cu atat mai mare cu cat xz este
mai mare si £3 mai mic. Rescriem prima relatie (7.88) in forma z, = 3—2x2+3z3 > 0.
Ultima inegalitate este impusa de conditia x1 > 0; rezulta zo < %(1 + x3). Pentru
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Tabelul 7.1: Exemplu de calcul pentru algoritmul simplex

i) 3 T I3 1 Ta
U |0 1 -1 U |3/2| -1/2 1/2 U4 -1] -1
z1 | 3] =2 3 | = |x |3/2|-1/2| 3/2 | = |z |9 | -2 -3
ra | 1 1 -2 x4 | B/2 | =1/2 | —=1/2 3 | b | —1 | —2

valoarea x3 = 0 care convine din punctul de vedere al unei valori cat mai mari pentru
U, se obtine z2 < 3. Luand xz3 = 0, 2 = 3/2, rezultd 1 =0, x4 = 5/2 i U = 3/2.
ExXEMPLUL II. Consideram functia scop

U = T2 — T3, (789)
cu restrictiile
T1+ 2w — 323 =3, —x2+ 223 +x4 =1, 21,22, 73,24 >0 . (7.90)

Procedand la fel ca in exemplul precedent, obtinem x1 = 3 — 2x2 + 3z3 > 0 rezultand
T < %(1 +x3) sl x4 = 1 4 22 — 223 > 0, rezultdnd z3 < %(1 + 22). Suntem tentati
de valorile x3 = 0, x2 = 3 cu care am obtinut cu atata usurinta U = 3 in exemplul
precedent. Daca introducem insa inegalitatea pentru x2 obtinuta mai sus in expresia
functiei scop, obtinem U < g + %51037 rezultat care sugereaza ca valoarea minima nu
se obtine pentru z3 = 0. Intr-adeviir, putem scrie zo < 3(14a3) < 3[14 1(1+ 22)],
rezultand o = 9, x3 =5, 1 = 0, x4 = 0, U = 4. incepem sa simtim nevoia unei
metodologii mai riguroase, fara de care este clar ca nu vom putea rezolva problemele
cu mai multe variabile.

Prezentam algoritmul simplex folosindu-ne de exemplul 2 si cu ajutorul tabelului
7.1. Observam in prima parte a tabelului (primele 4 coloane) ca variabilele z; si z4 apar
distinct de variabilele x2 si x3, de care depinde in mod explicit functia U. Variabilele
1 §l x4 care apar pe prima coloana se numesc variabile de bazd. Variabilele de baza
sunt acele variabile care apar intr-o singura relatie-restrictie (si numas #ntr-una), avind
coeficientul pozitiv i care se pot exprima numai in functie de celelalte variabile. In
consecinta, functia scop se poate exprima in aga fel incat s nu contina nici o variabila
de bazd. In exemplul nostru avem variabile de baza x1 si x4. Din tabel citim de pe
prima linie U = 0+ 1-22 — 1-x3, de pe linia a doua 1 = 3 — 222 + 33 s.a.m.d. De pe
linia functiei scop cautam un coeficient pozitiv si gasim 1 pe coloana variabilei z2, adica
la cresterea valorii z2 creste i valoarea functiei scop U. Pe coloana lui 2 cautam un
coeficient negativ, si gasim valoarea —2 pe linia lui x;. Inseamni ci nu putem creste
oricat de mult valoarea x2, deoarece acest lucru poate duce la obtinerea unei valori
negative pentru variabila de bazad pentru care am gasit coeficientul negativ, in cazul
nostru 1. De fapt, rata cresterii functiei U este data de multiplicatorul p;; = I;ﬁ - b,
unde a; = 1 este coeficientul lui x> din expresia functiei U, a;; = —2 este coeficientul
negativ de pe coloana lui x2, iar b; = 3 este termenul liber din expresia variabilei de
bazd z1, (¢ = 1,5 = 2). Daci pe coloana lui z5 toti coeficientii ar fi fost pozitivi, ar
fi insemnat ca puteam cresgte oricat de mult pe x2, iar functia scop ar fi crescut de
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asemenea oricat de mult, caz in care problema este incheiata. Pasul urmator consta in
interschimbarea variabilelor x2 si z1, adica din relatia de definitie a variabilei de baza
x1 se expliciteaza xo, iar expresia obtinuta este folosita pentru a obtine U si x4 numai
in functie de z1 si 3. Se obtin relatiile 2 = (3 — 1 + 3x3), U = (3 — z1 + 3)
sixqa = %(5 — 1 — x3), relatil prezente prin coeficienti in partea a doua a tabelului
7.1. In general, se procedeza la interschimbarea variabilelor z; si x; corespunzatoare

o

unui multiplicator p;; = Ia_J\ - b; maxim. In continuare, cautam un coeficient pozitiv
i

pe linia functiei U, si gasim valoarea % pe coloana z3, adica U inca mai creste cu x3.
Repetam procedeul, cidutam un coeficient negativ pe coloana x3, gasim valoarea f%
pe linia x4 si interschimbam variabilele x3 i x4 ca la pasul anterior. Obtinem ultimele
patru coloane din tabelul 7.1. Pe linia functiei U citim U = 4 — 21 — x4. Calculul s-a
incheiat, deoarece coeficientii variabilelor din expresia functiei U sunt toti negativi.
Solutia o citim pe coloana functiei scop, adica U = 4, x2 = 9, x3 = 5, iar pentru
celelalte variabile obtinem 1 = x4 = 0.

Stim In acest moment sa rezolvidm o problem& de programare liniard in
forma standard restransd. Forma standard se caracterizeaza prin faptul ca cele
m restrictii (m < n) sunt egalititi. In plus, matricea A ce se formeazi cu

coeficientii a;j, i € 1,m, j € 1,n, trebuie sa fie nedegeneratd, adica rang(A) =

m. In plus, daca dispunem de un set de n—m variabile de baza, spunem ca avem
o problema in forma standard restransa. Dupa cum vom vedea in continuare,
orice problema de programare liniara de forma (7.83) se poate transforma intr-o
forma standard restransa.

Restrictiile inegalitati se transforma in restrictii egalitati cu ajutorul vari-
abilelor auziliare. In cazul in care nu putem izola variabilele de baza ca in
exemplele precedente, adica nu putem izola n —m variabile care sa apara intr-o
singura relatie-restrictie cu coeficient pozitiv, apelam la variabile fictive (sau
artificiale). Spre exemplu, restrictiile (7.84) se rescriu in forma

X > O7j€17—na

n _
zi = b;— Zj:l Qi T + Y, RS 1,m1, b; >0 s
n __
zr = bp— Zk:l kT — Yk, kemy+1,mg, by >0, (791)
n
z1 = b —lelal]‘l‘j, lemo+1,m, by >0,

unde am introdus variabilele auxiliare y; > 0, ¢ € 1, my si variabilele artificiale
zi > 0,7 € 1,n. Un set de variabile de baza se obtine prin determinarea valorii
maxime pentru functia scop auxiliara

U= — Z: % (7.92)

care va corespunde cu z; = 0, utilizand acelagi mod de calcul. In continuare
se aplica algoritmul simplex pentru aflarea valorii maxime a functiei U date de
(7.83). Daci nu se poate obtine valoarea maxima pentru U’ cu z; = 0, inseamna
c& nu existd nici un vector admisibil cu restrictiile date de (7.84).
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Figura 7.7: Domeniul de calcul pentru problema (7.93).

EXEMPLU. Sa se gaseasca minimul functiei

U(z1,x2) = Ff (w1, 22) + F5 (21, 32) ,

F1(:c1,:c2) =z + 31g |$1| — LE%, FQ($171'2) = 2.@% + 1— T1To — 5551 , (793)

situat in dreptunghiul 0 < z; <4, 0 < x2 < 3.

Rezolvare . Intrucat domeniul in care se cauti solutiile este destul de mare, se pune
problema alegerii unei valori initiale. O modalitate o constituie impartirea domeniul in
mai multe subdomenii (12 patrate in exemplul nostru) prin paralele la axele de coordo-
nate (figura 7.7) si evaluarea functiei U in centrele C;(i = 1,2,...,12), obtinadndu-se
valorile din tabelul 7.2.

Tabelul 7.2: Valori ale functiei U in domeniul de calcul

Punct C1 CQ Cg C4 05 CG
U 0.9945 | 5.3624 | 5.9612 | 31.4492 | 7.9348 | 4.8236

Punct 07 Og Cg 010 011 012
U 9.0558 | 5.0507 | 24.6631 | 25.4427 | 17.0483 | 0.9060

Pe baza tabelului, se poate stabili o ordine pentru punctele de start in vederea
gasirii minimelor: Ci2, C1, Cs, Cs s.a.m.d.

In tabelul 7.3 sunt prezentate comparativ rezultatele obtinute cu metodele gra-
dient, Fletcher-Reeves, Polak-Ribere, Hestens-Stiefel i Davidon-Fletcher-Powell. Pen-
tru punctul de start z° = (3.5,2.5) toate metodele converg la solutia x1 = 3.48744,
x2 = 2.26163. S-a folosit testul de convergenti ||g¥|lc < 107°. Metodele DFP si
cele de gradient conjugat converg rapid, dar remarcam numarul mare de evaluari
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Tabelul 7.3: Rezultatele obtinute la rezolvarea sistemului (7.93)

Metoda Nr. iteratii | Nr. eval. functie | Nr. eval. gradient
Gradient simplu 17 478 18
Hestens-Stiefel 6 155 7
Fletcher-Reeves 8 225 9

Polak-Ribere 6 155 7
DFP 6 168 7

Figura 7.8: Drumul parcurs de metodele DFP si gradient simplu.

ale functiei U, acesta datorandu-se exclusiv preciziei impuse la calculul scalarului «,
convergenta acestor metode depinzand de precizia cu care se calculeaza o optim.
Folosind ca punct de start punctul (0.5,0.5), metodele de optimizare determind mi-
nimul local al functiei U dat de z = (0.47980, —0.32323). Folosind aceeasi conditie
| loc<107°, metoda gradientului are nevoie pentru determinarea minimului de 7
iteratii, Hestens-Stiefel 8, Fletcher-Reeves 9 si Polak-Ribiere 10 iteratii.

In figura (7.8) este reprezentat drumul parcurs de metodele DFP si gradient simplu
pentru punctul de start z° = (3.5,2.5). curbele de nivel U = K; sunt trasate pentru
valorile K; € {0.906,0.7,0.5,0.3,0.128,0.1,0.05,0.026,0.01, 0.0052,0.00076}. Primul
pas este identic pentru ambele metode. Se observa ineficienta metodei gradientului
care avanseaza in zig-zag. Cu cat distanta fata de minim scade, metoda gradientului
devine gi mai ineficienta. Explicatia consta in faptul cd metoda gradientului se bazeaza
doar pe informatia furnizatd de gradientul functiei scop, care este nul in punctul de
minim gi foarte mic in vecinatatea acestuia.
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Capitolul 8

Rezolvarea sistemelor
neliniare

Vom considera n sisteme de n ecuatii cu n necunoscute, de forma

Fi(JCl,J)g, ,an) =0,7€1l,n, (81)

unde Fj; reprezinta functii cunoscute de n variabile x1, x2, ..., T,,, presupuse con-
tinue, impreund cu derivatele lor partiale pand la un ordin convenabil (de obicei,
pana la ordinul doi) pentru ca anumite relatii de calcul sa fie valabile. Se va
urmari gasirea solutiilor reale ale sistemului (8.1) intr-un anumit domeniu de
interes, domeniu in care se considera valabile gi proprietatile de continuitate
impuse functiilor F; si derivatelor lor.

Sistemul (8.1) se scrie vectorial

F(z)=0, (8.2)

unde z = (21,72, ... ,2,)7 §i F = (Fy, Fy,... ,F,)T. Notatia mai apropiata de
scrierea initiald ar fi fost F(2T), dar s-a renuntat la indicarea transpunerii, fapt
neesential de altfel. Cu notatia (8.2), solutiile reale se cautd pe un domeniu
D cCcR" iar F: D — R"™

Metodele de rezolvare pot fi sugerate de metodele utilizate la rezolvarea
ecuatiilor intr-o singurd variabild (capitolul 3). Analogia dintre sistemul (8.2)
gl ecuatia intr-o singurd variabild (3.1), desi formal4, este utild. Rezolvarea
unui sistem de n ecuatii neliniare cu n necunoscute este mult mai dificila in
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cazul general n > 2 decat pentru n = 1, din mai doua motive. In primul
rand, pentru n > 2 nu mai este posibila localizarea solutiei. Nu mai dispunem
de o metoda analoaga metodei injumatatirii intervalelor pentru separarea unui
interval in care se gaseste sigur o solutie, ca In cazul unei singure variabile. De
fapt, multimea vectorilor x nu poate fi ordonata, incepand cu n > 2. Localizarea
solutiei reprezinta un avantaj covarsitor al cazului unidimensional, pentru ca o
solutie localizata nu mai poate fi scipata. Din aceasta cauza, ori de cate ori este
posibil, se recomanda retranscrierea sistemului astfel incat rezolvarea acestuia sa
se reduci la rezolvarea unei probleme unidimensionale. In cazul n—dimensional,
nu se poate sti niciodata cu certitudine ca solutia se afla intr-o anumita zona
pana cand solutia nu este calculata. In al doilea rand, un sistem de n ecuatii cu n
necunoscute poate avea una, niciuna sau mai multe solutii reale. In cazul in care
sistemul are mai multe solutii, trebuie gasita acea solutie care are semnificatie
fizica (in general rezolvam numeric ecuatii pentru ci acestea fac parte dintr-un
model matematic care corespunde, in limita unor ipoteze, unui fenomen fizic,
economic, etc.).

Rezolvarea unor sisteme de ecuatii neliniare implica utilizarea unui algo-
ritm iterativ: pornind de la o aproximatie initiala, algoritmul o va imbunatatii
de la o iteratie la alta pana cand va fi indeplinitd o conditie de convergenta.
Convergenta algoritmului, in special pentru problemele multi-dimensionale, poate
depinde in mod esential de cat buna este valoarea initiala. Aceasta valoare tre-
buie obtinuta, ori de cate ori este posibil, pe baza unui studiu analitic.

8.1 [Iteratia simpla

Metoda iteratiei simple este, aga cum sugereaza si numele, atat iterativa cat

si simpld; din pacate Insd nu este in general i eficientd. Prezenta ei In acest

capitol reprezinta un punct de plecare si de comparatie pentru celelalte metode.
Sistemul (8.2) se mai poate scrie sub forma echivalenta

unde f;(x) sunt functii de n variabile. Iteratia simpld este definitd prin sirul de
iteratii

= (b)), ieTn, k=0,1,2,... (8.4)

unde indicele superior indica iteratia. Startul se ia cu vectorul initial 2° din
domeniul D in care se cauta solutia.

Presupunand ci existd o solutie reald o = (a1, aa, . .. , ay,), astfel Incit o =
fi(c), vom putea calcula distantele la aceasta cu ajutorul diferentelor
oyt —a; = fi(a") —a; = fi(a") = fila) = 2(95? - Oéj)azl‘ (), ieln.
=1 /

Ultima egalitate de mai sus s-a obtinut aplicand formula cregterilor finite pentru
o functie de n variabile. Derivatele partiale 0f;/0z; se evalueaza in punctul &*



8.1. Iteratia simpld 215

apartinand cubului n—dimensional (2, ); €¥ depinde atat de iteratie cat si de
functia f;. Notand mai departe cu m; modulul maxim al derivatelor partiale
m; = sup |0f;(z)/0z;|, = € (z¥,a), se obtin imediat inegalitatile

J

n
|xf+1fai|§mi2|x;‘?faj|, i€l,n. (8.5)

Se observa ca distanta dintre doud componente |xk+1 — «;| are o margine care

depinde de distantele dintre toate componentele vectorilor z* si a. Ajungem
astfel, In mod firesc, la necesitatea de a introduce norme de vectori. Spre exem-
plu, luand modulul maxim al diferentelor componentelor celor doi vectori z si
a, se obtine

2% — ol < n-m - ||2* — af|so, unde m = supm; . (8.6)

i

Din relatia (8.6) rezulta ci o conditie suficientd pentru ca girul de iteratii (8.4)
sa fie convergent catre solutia « este

n-m <1, sau sup |0f;/0x;| <1/n, i,j €1,n. (8.7)
i,j
Conditia (8.7) coincide cu conditia suficienta de convergentd (3.13) pentru n =
1. Se observa ca restrictia este cu atat mai severa, cu cat numarul de variabile
independente este mai mare.
O sumare a inegalitatilor (8.5) dupa indicele ¢ conduce la norma || ||; (suma
modulelor componentelor vectorilor)

n

2"t —afly < fla* —alh Y mi <nemellat —aly (8.8)
i=1
Se observa ca utilizarea normei || ||; conduce la aceeasi conditie suficientd de

convergenta (8.7).
O conditie mai slaba de convergenta se poate obtine scriind succesiv

"L Of;(Ex
25— ] < Jl2* — ol 3 [25E)

ox;
j=1 J

vieLn, & e (@ a), (8.9)

sau pentru indicele i, care corespunde normei vectoriale maxime

n , k
41 = all < o - a3 | Pl D]

(8.10)
=1 8%—

Desi ¢* depinde si de indicele i prin forma functiei f;(z), putem evalua suma
din dreapta inegalitatilor (8.9) si (8.10) in functie de norma maximé a matricei
jacobiene J a sistemului de functii f

afi(€r) S
Sl s %

X
j=1 Oxy

8l k
)| @) (8.11)
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Ek fiind un punct independent de indicele ¢. Prin urmare, se obtine condifia
suficientd de convergentd

|J(€ )||Oo<1 f € (z¥,a) . (8.12)

Conditia (8.12) este in general mai slabd decat (8.7).

O formulare generala a conditiei in care se realizeaza convergenta iteratiei
simple este (intr-un spatiu Banach) ca sistemul de functii f sa fie contractant,
adica pentru orice pereche de puncte z!, z2 si se realizeaze inegalitatea

1£(2*) = f(a)]l < gll2® — 2], unde ¢ € [0,1) (8.13)

Conditiile de convergenta se pot testa in domeniul in care se afla solutia. Aceste
testari pot implica insa un volum mare de calcul, cand numarul de variabile este
mare sau/si solutia este localizata slab.

Din existenta a doud conditii (8.7) si (8.12) care, in general, nu coincid,
putem intelege mai bine In ce sens aceste conditii sunt doar suficiente. Ele
nu sunt neapérat necesare, in sensul cé ar putea exista o condi‘gie mai pu‘gin
chiar cu prima iteratie, cel putin cu un anumit £ > 1.

Daca suntem suficient de aproape de solutie, conditia (8.12) poate fi scrisa
folosind orice alta norma a matricei jacobiene. Viteza de convergenta este cu
atdt mai mare cu cdt norma (subunitard) este mai mica.

In cazul cand (8.13) este satisfacuta, distanta la radacind poate fi evaluata
cu relatia

k
||1,'k+1 —a|| S 1q_q||£l71 —Z'OH; q € [Oa 1]7 k= 1727"' . (814)

8.2 Metoda iterativa Newton

Ca si in cazul unei singure variabile (de fapt, chiar Intr-o masura mai mare),
conditiile suficiente de convergenta ale iteratiei simple sunt destul de restrictive
pentru a o face impracticabild in majoritatea cazurilor. De aceea, vom cauta
alte metode iterative cu domeniu mai larg si viteza mai mare de convergenta. In
acest scop, vom aplica formula lui Taylor pentru o functie de n variabile F;(x)
sub forma

F;(z) = —|—zn: F 1 i —x ) Fi(€h) .
’ ; axj 2 o= &vjaxp

Jj=1

Daca in expresiile de mai sus neglijim ultimul termen si facem = = z¥*1, atunci
conditia de deplasare spre solutie, F;(z**1) = 0, ne conduce la sistemul

n (K
D (@t - xf)‘aFa?_) =—Fi(a"), ieln, (8.15)
j
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care reprezinta metoda iterativa Newton, ce ne furnizeaza vectorul z in aproximatia
k + 1 in functie de datele din aproximatia anterioara.

Matricea sistemului (8.15) se construiegte cu derivatele partiale de ordinul
intai ale functiilor Fj(z), ¢ € 1,n, formand matricea jacobiani a sistemului de
functii F' care se noteaza cu J(z), F'(z) sau F,(x). Vom adopta prima notatie.

Matriceal, sistemul de ecuatii (8.15) se scrie

J(@®) (2T —2b) = —F(ab) . (8.16)

Sistemul de ecuatii liniare (8.15) sau (8.16) se poate rezolva cu metoda eliminarii
gaussiene (capitolul 5). Matricea jacobiana se calculeazi analitic sau, dacd nu
este posibil, numeric, utilizand diferente finite.

Pentru a studia convergenta metodei, consideram xz = a (« fiind o solutie).
Obtinem

" OF;
)+ > (o a hieTn, (8.17)
=1 i
unde s-a notat cu V; cantitatea

n

VZ:% Z(aj—xf)w(ap—xk), ieln. (8.18)

Jp=1 al‘j 31’1,

Vectorial, relatia (8.17) se poate scrie
J(@*)(a —a*) = —F(z*) -V . (8.19)
Scazand egalitatile (8.16) si (8.19), se obtine
J(@®) - (2 —a) =V, sau 2" —a =T (F) . V. (8.20)

Din (8.20), folosind o norma oarecare se obtine o evaluare a distantei la rad&cind
in aproximatia k + 1

lz** —all < [T - V- (8.21)
Daca se ia norma maximad, din (8.18) rezulta

IIVIIm—sup|V|<MZ |2 — gl |2 — oyl <PPMJz* — a2, (8.22)
Jp=1

0*F;
0z ;0x)

1
unde M = 5 Sup (8.23)

ZJP

Se obtine deci

Iz — afloe < Cllz” — all3,, unde C = M-nQ-StépIIfl(ﬂfk)lloo - (824)
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Plecand de la o aproximatie initiala z°, se obtin succesiv

1
[z} = afloe < C-l2° — a3, = CTHC - [2° — alls)?

a2 — afloe < C - 2! — a2 = CHC - [la® — al|o)? (5.25)
2~ allee < CTHC - 2” — al)”" -
Prin urmare, metoda converge daca este satisficuta inegalitatea
C-ll2° —alle < 1. (8.26)
Daca se utilizeazd norma 1, cu ajutorul relatiei (8.18) se obtine
VI = S0, Vil < lle* — a3 30, My < nM e — ol
*F; (8.27)

F,
unde M; = %sup # , lar M = sup M; .
i, Lj0Tp i

Introducénd apoi norma 1 in relatia (8.21) si folosind inegalitatea (8.27), rezulta

kaﬂ —a|; < Cl||sck — oz||%, unde C; = M - n - sup ||J_1(xk)|\1 ) (8.28)
k

Parcurcand aceleasi etape ca in relatiile (8.21), rezulta cé, dacd este indeplinita
inegalitatea

Cif2® —ali <1, (8.29)

metoda are o convergenta patratica, ca gi in cazul cand utilizam norma maxima.
Conditia (8.29) poate fi mai avantajoasa decét (8.26), deoarece scalarul C; este
proportional cu n, in comparatie cu scalarul C, care este proportional cu n2. In
schimb, norma 1 este mai mare, in general, decat norma maxima fiind satisfacuta
insa inegalitatea

n-||2° — alloe > ||2° — |1, pentrun > 1. (8.30)

Convergenta are loc intotdeauna daca este satisfacuta o conditie de forma
(8.26) sau (8.29), independent de norma utilizatd. In toate cazurile, pentru
verificarea conditiilor de convergenta, sunt necesare evaluari ale inversei matricei
jacobiene gi ale derivatelor partiale de ordinul al doilea ale functiilor Fj(x),
distanta 2° — « fiind insa necunoscuti.

O conditie de convergenta care utilizeaza rezultatele calculului intr-o prima
aproximatie a fost data de Kantorivici. In acest scop se evalueaza derivatele de
ordinul 2 intr-o sfera inchisa Uy de centru z° si de raza 2 Hxl — :r0||. Conditia
de convergenta este

ho = 2K||77(2°) oo la* — 2°0e <1, (8.31)
82f¢($)

unde K = sup sup |——= (8.32)
i %ero 81:j6:cp
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Notand cu a € Uy radacina, eroarea este evaluata prin relatia
k_
2% — allse < (1/2)7H(hg TNz’ = 2°s - (8.33)

Rezulta in toate cazurile cd, daci jacobiana J(x) este nesingulara si deri-
vatele de ordinul 2 sunt marginite problema care mai raméne este gasirea unui
punct de plecare z° “suficient de aproape” de solutie. Desigur, se poate proceda
la impartirea domeniului D in subdomenii mai mici, in care sa cautam solutia
succesiv plecand, spre exemplu, din centrul subdomeniului. Reinitializarea s-ar
face dacd dupa un numér fixat de iteratii sirul #* nu se stabilizeazi, sau iese
in afara subdomeniului considerat. Acest mod de lucru se poate dovedi insa
nepractic in cazul unui numar mare de variabile. Spre exemplu, daca fiecare
latura a unui cub n—dimensional se divide in N parti, numarul de subdomenii
care rezultd este N™, ceea ce duce la numere foarte mari pentru N, n > 5. De
aceea, pentru apropierea de solutie se utilizeaza metode care converg in conditii
mai largi. Acestea sunt metodele de descrestere prezentate in capitolul 7.

8.3 Metode cvasi-Newton

Am vizut cid metoda Newton cere evaluarea matricei jacobiene J(x), adici
evaluarea a n? functii la fiecare iteratie. Daci nu este posibila obtinerea pe
cale analitica a expresiilor derivatelor partiale ce intra in componenta matricei
jacobiene, valoarea acestora poate fi aproximata folosind o formula cu diferente
finite de forma

(0F;)/(0z;) = [Fi(x1,22,... ,xj+ h, ... ,xn) — Fi(z1,22,... ,2,)]/h, (8.34)

fapt care nu reduce insa numarul de operatii. Numarul de operatii poate fi redus
daca se utilizeaza o matrice B care aproximeaza jacobiana, astfel incat in locul
sistemului (8.16) se va scrie

Byst = —FF | (8.35)

unde s* = 2*+1 — 2% 5i F* = F(2*). Aproximatia By, a jacobienei trebuie actu-
alizata in etapa urmatoare, lucru se face scriind ca By aproximeaza J(z¥+1),
adica

Fr o pEAL L g (P ok — bty = PR Brygsh (8.36)
Rezulta relatia cvasi-Newton
Bjy15® = ¢*, unde y* = F*1 — Fk (8.37)

Relatia (8.35) nu este suficientd pentru determinarea elementelor matricei
Bi41. Ea se completeaza cu conditia ca matricele By41 si By sa difere cat mai
putin de la o iteratie la alta, adica By se determina ca solutie a problemei de
optimizare

Bii1 = min{||B — By|l2 | B-s" =¢*} . (8.38)
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Vom rezolva problema de optimizare (8.38) indirect, impunand ca By si
By41 sa nu difere pe directiile perpendiculare pe s*, adica pentru orice vector
z pentru care z7 - s¥ = 0, s& avem

Brpz = Byy1% . (8.39)
Din (8.39) si (8.37) se deduce ci (By4+1 — By) se poate alege de forma
Bji1 — Br=c- (sM)T (8.40)
¢ fiind un vector arbitrar. Din relatiile (8.35) si (8.37) rezultd succesiv
(Bry1 — Bi)s® = FF = ¢(s")TsF = FFF = ¢ = FFFL/(sMTsR 0 (8.41)
Rezulta formula iterativa Broyden

PR (T
(k)T sk

(y* — Bis")(s")"
(sF)T sk

Biy1 = B + = B + (842)

Vom aréta acum ca, matricele By furnizate de (8.42) sunt cele mai apro-
piate in norma euclidiana sau Frobenius de matricele Bj. Intr-adevar, se poate
scrie

1Bit1 = Belly = [I(y* — Brs®)(s")T]|2/(s*)"s* = [[(B — By)s*(s") |2/ ()" s*
< 1B = Belly Is*(s*) " ll2/(s*)"'s* = |1B — Bi]l, -

Am tinut seama ca norma euclidiana, a matricei s*(s¥)7 este egala cu produsul
scalar (s®)T - sF

s - sTI13 = 320y Xojoy 88T = oy sE oy 85 = ()T 8] (8.43)

In acest fel, plecand de la o aproximatie initiala By a jacobienei (care ar putea
fi chiar jacobiana in 2%, By = J(2°)), matricele B se construiesc cu numai n
evaluari de functii. Pretul acestei simplificari il repezinta scaderea vitezei de
convergenta de la patratica la superliniara.

Rezolvarea sistemului de ecuatii (8.35), care necesita circa n3/3 operatii,
poate fi evitatd construind iterativ matricea inversa B, ! Un avantaj al formei
(8.40) este ca se matricea By41 se poate inversa direct. Mai general, oricare ar
fi matricea A si vectorii u, v, exista egalitatea

AT AL

Agu-p)ylogro 2 wva -
( +u U) ].+’UT'(A_1U)

(8.44)

Relatia (8.44) se verificd direct, inmultind cu matricea (A + u - v?). Ficand

A= By, u=c,v=s" din (8.44) se obtine

(s" — Hyy®)(s*)" Hi
(s*)T (Hyy*)

Hypy1 = Hp + , unde Hy = B, ', (8.45)
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cu conditia (s*)7 - (Hyy*) # 0. In acest fel, rezulti
ot = ok — H F* (8.46)

Aplicarea formulei (8.46) cere evaluarea a n functii (F**1) si O(n?) operatii
pentru determinarea pozitiei z"t!. Prin urmare, numarul de operatii scade in
comparatie cu (8.37) dar metoda se dovedesgte mai putin stabild din punct de
vedere numeric.

Evitarea rezolvarii sistemului de ecuatii liniare (8.35) se poate face folosind
o factorizare By = @Ry unde Qj este ortogonala si Ry este superior triun-
ghiulard. Rezolvarea sistemului (8.35) se va face in O(n?) operatii, iar matricea
By41 se poate obtine tot in O(n?).

In concluzie, metodele cvasi-Newton reduc numirul de operatii pentru o
iteratie cu pretul realizarii doar a unei convergente locale.

8.4 Metoda gradientului

Aplicarea metodei gradientului prezentata in capitolul 7 la rezolvarea sistemelor
de ecuatii neliniare se bazeaza pe observatia ci rezolvarea sistemului (8.1) poate
fi formulata ca o problema de minimizare pentru o functie ajutatoare U(x), care
va fi scrisa sub forma

U(z) = Z; F2(x) . (8.47)

In acest fel, vom avea avantajul convergentei globale a metodei gradientului,
in raport cu metodele de tip Newton care au convergenta locala. Rezolvarea
sistemului de ecuatii Fj(z) = 0 este echivalentd cu gésirea unui minim U = 0.
Vectorul gradient al functiei ajutatoare este dat de relatia

VU(z) = g(x) = JV (x)J () . (8.48)

Tindnd seama de forma speciala (8.47) a functiei U si de convergenta sirului
U(z*) la zero, putem da unele expresii simplificate pentru parametrul aj;. Fo-
losind spre exemplu o aproximatie liniara pentru U(z* — azg¢*) vom scrie,
dezvoltand in serie in jurul valorii ap, = 0

ar =U@")/(¢")" g% (d")d" =3 _ () (8.49)
Rezulta noua pozitie a punctului = in aproximatia k + 1
k+1 _ k _ k. k " ky2

=gt =g UEh 0 (6 (8.50)

cu conditia ca functia scop s& descreasca, adica U(zFT1) < U(z*).
Putem insa folosi o aproximatie liniara pentru functiile Fj(z* — ayg*), j €
1,n, de forma

Fj(a* — arg®) = Fy(a*) — ai Y _(0F;(a*)/0x,) - g} . (8.51)
p=1
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Functia f(ag) = U(2z* — arg®) si derivata f’(ay) le putem aproxima cu relatiile

n n Ak
flag) = %Z [Fj(:rk) — akvf]Q, v;-“ = m;j—if)g’; , (8.52)
i=1 —1
o) =& — Z [Fy(2F) — akvﬂ v;? , (8.53)

j=1

unde am notat cu v}, j € 1,n componentele vectorului v* = J(z*) - g* obtinut
prin inmultirea matricei jacobiene J cu vectorul gradient g. Folosind relatia
(8.53), din ecuatia f’(ay) = 0 rezultd o valoare aproximativi pentru oy optim

af & Z Fy(=%) vf/Z(vff = ()T F(z®) /(") ok (8.54)
j=1 j=1

noua pozitie a punctului de minim aproximativ fiind 2**+! = 2% — oy gF.

Expresiile aproximative (8.49) si (8.54) sunt utile deoarece convergenta me-
todei gradientului nu este conditionata de determinarea precisa a valorii aj;
singura conditie este ca valoarea functiei U sa scada, adicd Ug41 < Ug. De-
terminarea unei valori mai exacte pentru aj optim se poate face cu una din
metodele prezentate la 7.1. Deoarece, pe masura ce ne apropiem de minim, com-
ponentele gradientului se micgoreazd (in punctul de minim avem, prin definitie
g = 0), erorile introduse prin calcul fac ca directia spre minim si fie din ce
in ce mai putin precis determinatd. Pe de altd parte, deplaséirile spre minim
devin din ce in ce mai mici. In consecinta, metoda gradientului converge rapid
in primii pasi, apoi din ce in ce mai lent. Pe de alta parte, metoda Newton
are o comportare inversa, viteza ei de convergenta crescind pe masura ce ne
apropiem de solutie. Aceste observatii sugereaza o combinare a celor doud me-
tode in felul urmator: plecand dintr-un punct z°, se aplicd metoda gradientului
cateva iteratii ko (ko < n), atita timp cat converge rapid, verificindu-se i daca
functia U — 0. Se aplica apoi metoda Newton, plecand din punctul z,, pentru
a cregte viteza de convergenta si a realiza o precizie ridicata a solutiei. Procesul
este asemanator etapelor de localizare si rafinare de la rezolvarea unei singure
ecuatii neliniare f(z) =0 (3).

Algoritmul metodei hibride.
Date: 2%, U(x), J(z), 0o, Ao, €, maxiter
2% 6§ « 6p; FF — F(20); Uy «— U(z)
k =1: mazxiter
Calculul directiei de descrestere p*
x x4 p; FM— F(x); Jy — J(x)
[Actualizare 8] - ca la MRI (7.35).
daca Ugy1 > Ugesec stop.
daca |Uky1 — Ug| < €|Ug+1|minim calculat stop.
Fk - Fk—i—l

(8.55)
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Figura 8.1: Directia de descrestere pentru metoda hibrida.

Ji — J(z)

rezolva sistemul Jypy = —FF
dacd |lpn| <6

[ atunci p « py

altfel
pe — {—aJIF¥|U(z — aJT F*) = minim}
ng < [lpcl|

daca ng <46

atunci p — {pe +v(p~n —pc) | Ipl| = 6}
altfel p « (§/ng)py

8.5 Metoda hibrida

Aceastd metoda face parte din clasa metodelor regiunii de incredere in model
prezentate la 33. In principiu, metoda hibrida urmareste combinarea avantaju-
lui de convergenta locala patratica a metodei Newton cu convergenta globala
a metodei gradientului. Pentru functia scop U de forma (7.72) se foloseste
ca aproximanta o forma patraticd data de (7.13). Pentru matricea hessian se
poate folosi aproximatia data de (7.77). Daca evaluarea exactd a derivatelor
partiale este imposibila sau foarte dificila, putem fie sa folosim o matrice care
aproximeaza hessiana ca in metoda Broyden, fie sa le evaluam numeric folosind
diferente finite de forma

OF;/0x; 2 [F(z1,...,xj +h,...,xp) — F(z1,... ,25,... ,2,)]/h . (8.56)

Algoritmul metodei hibride este asemanator cu cel al metodei regiuni de incredere,
cu o deosebire la calculul directiei de descrestere. Mai intai se incearca avansul
dupa directia Newton data de (7.31). Daci pasul Newton p’fv iese din afara
regiunii de incredere (fig.8.1), adica ||p%||2 > d, atunci se calculeazi pasul op-
timal pe directia gradientului negativ p% = —ajg*, iar daca ||pk|l2 < 9k, atunci
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Figura 8.2: Curbele de nivel ale functiilor Fy gi Fb.

se cauta cauta o deplasare convenabila intre cele doua directii, folosind o medie
ponderata p* = yp%; + (1 —)pf. Observim cum pentru v = 1 regésim directia
Newton, iar pentru v = 0 deplasarea se face pe directia gradientului negativ
cu pas optimal. Algoritmul pentru metoda hibrida de rezolvare a sistemelor de
ecuatii neliniare este dat de (8.55).

EXEMPLU 1. Sa se gaseasca solutiile sistemului de ecuatii

{ x1+3lg|x1\:x§ (8.57)

227 +1 = z120 + 521

situate in dreptunghiul 0 < z; <4, 0 < x2 < 3.
Rezolvare. Sistemul (8.57) rescrie in forma

{ Fi(z1,22) =21 +3lg|a1| —23 =0 (8.58)

Fg(xl,xg) = 21‘% +1—x122 — 521 =0.

Vom utiliza metodele Newton si Broyden, precum si metoda gradientului cu relatiile
aproximative (8.49) si (8.54) pentru calculul scalarului a. Metodele de optimizare de
gradient, gradient conjugat si Davidon-Fletcher-Powell au fost aplicate in exemplul din
capitolul (7) pentru functia scop U = 1(F} + F3). Matricea jacobian a sistemului de
functii (F1, F2) este

_( 1+3(ge)/z1  —2x2
J= ( PR (8.59)

Curbele de nivel' 1 = 0 si F> = 0 sunt date in figura (8.2). Solutia sistemului
(8.58) reprezintd din punct de vedere geometric, punctele in care curbele de nivel din
planul z = 0 ale celor dou& functii se intersecteaza. Dupa cum se vede si din figura,

L Curba de nivel reprezintd acea curba din planul z = K pe care o functie de dou&
variabile z(z,y) are aceeasi valoare K. Pentru trei variabile avem suprafete de nivel.
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Tabelul 8.1: Rezultatele obtinute la rezolvarea sistemului (8.57)

Metoda Nr. iteratii | Nr. eval. functie | Nr. eval. gradient

Newton 3 4 4

Broyden 14 15 0
Gradient (8.49) 34 104 35
Gradient (8.54) 34 104 35

sistemul admite doua solutii, dintre care numai una este in domeniul de interes. Se
observa cé mai exista o zond, marcata cu cercul A, unde curbele de nivel ale celor doua
functii se apropie destul de mult. Astfel de zone sunt dificile gi pot provoca divergenta
metodelor de rezolvare.

Drept criterii de convergenta se recomanda, intr-o norma de vectoriala oarecare

IF* * 0 <ep, o T = ot <ealld® T (8.60)

unde valorile er si €, se aleg in functie de precizia doritd, €, este de forma 1077,
cu t numarul de cifre semnificative exacte dorite pentru solutie. Pentru ep = 10714,
cu metoda Newton folosind ca punct de plecare 1 = (3.5,2.5), se determind solutia
x1 = 3.48744, xo = 2.26163 1n 3 iteratii (tabelul 8.1). Cu metoda gradientului solutia
este obtinutd dupd 34 iteratii cu ambele formule (8.49) si (8.54) pentru scalarul a.
Desi s-au efectuat mai multe iteratii decat cu metoda gradientului cu minimizare
unidimensionald mai exactd (cind au fost necesare numai 17 iteratii), numéarul de
evaluari ale functiei scop U este sensibil mai mic, 104 fata de 478.

Metoda Newton esueazd dacd se porneste din punctul 21 = (0.5,0.5), desi valoarea
functiei U in acest punct este relativ mica, U = 0.9945. La fel se intdmpla si pentru
alte puncte de plecare cu valori x1 apropiate de zero. Explicatia consta in faptul ca atat
valoarea functiei Fi, cat si valoarea derivatei OF)/dx1 sunt infinite in z = 0. Plecand
din acelasi punct, z1 = (0.5, 0.5), metoda gradientului cu scalarul a calculat cu relatia
(8.49) oscileazi circa 50 iteratii In jurul minimului local U(0.4798, —0.32323) =2 0.476,
dupa care “scapa” si “sare” la cea dea doua solutie a sistemului, 1 = 1.4589, zo =
—1.39677. Folosind formula (8.49), metoda gradientului oscileazd in jurul minimul
local al functiei U. Practic determina acest minim, care insa nu este o solutie a
sistemului (8.58).

Cea de-a doua solutie a sistemului (care nu este cerutd in enuntul problemei),
x1 = 1.4589, zo = —1.39677, poate fi obtinuta cu metoda Newton in 5 iteratii pornind
din punctul z° = (2.5, -0.5).

Trebuie mentionat ca problema propusa poate fi rezolvata mai simplu, exprimand
pe z2 din ecuatia a doua In functie de z1 si inlocuind in prima ecuatie. Se obtin
relatiile

T2 =2x1 — 5+ 1/x1, F(wl):x1+31g|x1|—(2:51—5—1—1/3:1)2 =0.

Graficul functiei F(z1) este dat in figura 8.3. Ecuatia obtinutd se poate rezolva cu
metoda Newton-Raphson, sau orice altd metoda de rezolvare a unei ecuatii neliniare.
Avantajul principal consta in posibilitatea localizdrii radacinilor. Reducerea numarului
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Figura 8.3: Graficul functiei F(z).

de ecuatii cuplate in sistem prin substituiri, este in general avantajoasa. In plus, ori
de cate ori este posibil, este benefica obtinerea unei dependente de o singura variabila
pentru a folosi avantajul localizarii solutiei.

Exemplu 2. Sa consideram o problema reald din domeniul investigatiilor radar.
Un impuls radar pleacd din E si sufera reflexii de pe doua frontiere. Un receptor,
plasat in R, masoara timpul dupéa care este receptionat semnalul, 7>. Un alt receptor
plasat in £ masoara timpul de parcugere pe verticald, t2. Intereseaza determinarea
adancimii z;. Necunoscutele sunt x1, ¢1 si z1. Pozitia punctului de refractie depinde
de proprietatile dielectrice ale mediului. Timpul de parcurgere a distantei EABCR
este

To=/h2+ (d—21)2)c+ /22 +22/ci . (8.61)
Pozitia punctului de refractie se determina din aplicarea principiului lui Fermat
T2 /dx1 =0 (8.62)
Rezulta urmatorul sistem de ecuatii

f1($1,01,21) = 19 —2(h/C+Z1/Cl) (8.63)

fo(z1,c1,21) = T2—2( h2+(d—m1)2/c+\/z%+x%/cl> (8.64)
fs(z1,c1,21) = miey/h?+(d—21)? — (d — z1)c1y/ 2% + 22 (8.65)

Rezolvarea sistemului prin metoda Newton nu necesita decat o singura iteratie
pentru atingerea preciziei cerute. Exemplu de date numerice:

to =10.4 ns, T = 11.3 ns = 2z = 36.0 cm, ¢1 = 12.3 cm/ns. (8.66)
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Figura 8.4: Drumul optic al unei unde prin doud medii.
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Capitolul 9

Rezolvarea ecuatiilor
diferentiale

9.1 Consideratii generale

Ecuatiile diferentiale ordinare (sau ecuatiile diferentiale care contin ca necu-
noscute functii care depind de o singura variabila independentd) se intélnesc in
mod curent in descrierea fenomenelor din natura. Functiile necunoscute pot fi
viteze, temperaturi, densitati, sarcini electrice, etc. Variabila independenta este
in multe cazuri timpul, cand se descriu fenomene evolutive, sau o coordonata
spatiala, cand se descriu fenomene unidimensionale.

In ecuatiile diferentiale apar derivatele de diverse ordine ale functiilor ne-
cunoscute. Ordinul cel mai mare al derivatei functiei necunoscute da ordi-
nul ecuatier diferentiale. Dacd avem un sistem de ecuatii diferentiale (adica
mai multe ecuatii care contin mai multe functii necunoscute, in numér egal cu
numaérul ecuatiilor diferentiale), ordinul sistemului este egal cu suma ordinelor
ecuatiilor diferentiale care il formeaza.

In general, ecuatia diferentiald (sau sistemul de ecuatii diferentiale) nu deter-
mind complet functia (sau functiile) necunoscuta. Pentru a determina complet
solutia, este necesar ca, odata cu ecuatia (sau sistemul) sa se impuna un numar
de conditii suplimentare egal cu ordinul ecuatiei diferentiale (sau sistemului de
ecuatii diferentiale).
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Deoarece rezolvarea ecuatiilor de ordin mai mare ca unu se poate reduce
la rezolvarea unor sisteme formate numai din ecuatii diferentiale de ordinul
intai, vom prezenta la inceput metodele de rezolvare numerica a acestor ecuatii
mai simple. Trebuie spus ca, pana la aparitia calculatoarelor electronice, chiar
rezolvarea unei singure ecuatii diferentiale de ordinul intai putea ridica dificultati
mari, de natura practica (volum mare de calcule pentru obtinerea unei precizii
acceptabile).

Se considerd o functie y = y(x), continud si derivabild pe intervalul de
definitie (sau cel putin pe intervalul pe care se cautd solutia); fie [a,b] inter-
valul pe care se cauta solutia. Ecuatia diferentiald de ordinul intai se scrie sub
forma implicita

E(z,y,y') =0, unde ¢’ = dy/dz , (9.1)

x € [a,b] fiind variabila independentd. Se presupune c& expresia E(x,y,y’) se
poate explicita in raport cu derivata de ordinul intai 3’ obtinand forma explicitd

y/ = f(iﬂ,y) ) (92)

functia f(x,y) fiind definitd si derivabild pe un dreptunghi [a,b] x [c,d] C R?.
Functia f(x,y) se numeste funcfie pantd, deoarece in punctul de coordonate
(z,y) valoarea ei este egald cu valoarea derivatei intai a functiei y(z), numeric
egald cu panta tangentei la grafic in acest punct. Pentru a determina complet
solutia se da conditia suplimentara

T = To, ¥ = Yo; To € [a,b], yo € [c,d] , (9.3)

unde de obicei zg = a sau xg = b.

9.2 Metode cu pasi separati

Pentru rezolvarea numericd a ecuatiei (9.2) cu conditia (9.3) se imparte in-
tervalul [a,b] in n diviziuni. Pundnd zqg = a si x, = b, se noteazd cu z,
(m=0,1,...,n) nodurile diviziunii, iar cu h = Z,+1 — &, pasul de integrare.

O metoda cu pasi separati (sau metodd pas cu pas) este o metodd care
determina valoarea functiei la pasul m + 1 folosind numai valori de la pasul m.

9.2.1 Formule Euler

Cea mai simpla metoda pas cu pas este metoda Euler de ordinul intai. In acest
caz, deplasarea din punctul z,, se face dupa directia tangentei in acest punct la
curba y = y(z). Notand cu K; valoarea derivatei y,,, conform cu (9.2) se poate
scrie

K, = y;n = f(Imaym) ) (94)
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iar formula Euler de ordinul 1 este
Um+1 = Um + WK . (9.5)

Plecand de la valoarea yo pentru z = zg, aplicand formula (9.5) se obtin va-
lorile 4,,, m = 1,2,... ,n ale functiei necunoscute, adica o functie refea care
aproximeaza functia cdutatd (barele indica valori aproximative).

Pentru a determina eroarea de trunchiere pentru formula (9.5), se admite ca
functia y poate fi reprezentata printr-o formuld Taylor astfel incat

Ym+1 = Ym + h’y;n + (h2/2)y//(§m), unde &y, € (T, Trmy1) - (9.6)

Tindnd seama ca ambele formule (9.5) si (9.6) se aplica plecand din = = z,y,,
rezulta eroarea de trunchiere pentru un pas e,

eTm = Ym+1 = Ym41 = (h2/2>y//(§m) ) (9'7)
proportionala cu pasul diviziunii la puterea a doua. Pentru intregul interval, in
cazul cel mai defavorabil, erorile se aduna
b—a

2

n 2
er = ern=mf(€) = "), € e@h)  (98)
m=1

si deci eroarea este proportionala cu pasul la puterea intaia. De aceea, for-
mula (9.5) este denumitd formuld de ordinul intdi, indicind méarimea erorii de
trunchiere in raport cu pasul diviziunii.

Formule Euler de ordinul 2.
O formula de ordinul 2 este de forma
Um+1 = Um + h(w1 K1 + w2 K3) | (9.9)
unde K7 este dat de (9.4), iar Ky este de forma
Ky = f(x + ah,y+ ShKy) , (9.10)

iar parametrii «, (3, w; si we se determind din conditia ca (9.9) si coincidd
cu primii trei termeni din dezvoltarea in serie Taylor a functiei y(z) in jurul
punctului x,,

Ym+1 = Ym + hy;n + (h2/2)y7/7/1 + (h3/6)ym(fm)a gm € (xm7xm+1) ’ (911)

unde derivata de ordinul 2, 3" se calculeazi astfel

y// = (y/)/ = [f(x,y)]/ = f:r + fyy/7 fm = af/al', fy = af/ay . (912)

Tinind cont de faptul cd y.,, = f(Zm,ym) = K1, din (9.11) rezultd

Ym+1 = Ym + hKl + (h2/2)(f:vm + fymKl) + (h3/6)y”/(£m) ) (9-13)
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unde fim = Of (Tm,ym)/0z . Pe de alta parte, utilizdnd o formuld Taylor
pentru Ky (ca functie de doud variabile), din (9.10) se obtine

Ko = K1 + h(afem + BE:1 fym) + O(R?) . (9.14)

Deoarece K5 este derivata intai a functiei y, vom pastra numai termenii de
ordinul h. Introducand (9.14) in (9.9), se obtine

Umi1 = Um + h(w1 + w2) Ky + R2wa(afom + BK1 fym) + O(h*) . (9.15)
Identificand relatia (9.15) cu primii trei termeni din (9.13), rezulta sistemul
wy +wy =1, wea=1/2, wef=1/2. (9.16)

Sistemul (9.16) are patru necunoscute gi numai trei ecuatii. Teoretic existé o
infinitate de posibilitati de a construi o metoda de ordinul 2, doua variante fiind
mai des intalnite. Prima dintre acestea se obtine alegand wy = 1/2. Rezulta
a=L0=1, w; =1/2, obtindndu-se formula Euler imbundatatita

g'm—',-l - ij + %(Kl + KQ); K2 - f('rTn + hyng + hKl) . (917)

Cea dea doua se obtine alegind ws = 1. Rezultd o = f = 1/2, w3 = 0,
obtinandu-se formula Fuler modificata

Ym+1 =§m+hK2, K2 :f(xm+h/27gm+K1h/2) . (918)

Pentru ambele variante K se calculeazi cu relatia (9.4). Eroarea de trunchiere
la pasul m este ez = Ymr1 — Ymr1 = O(R3). In consecinta, formulele (9.17) si
(9.18) vor da o eroare de ordinul h? relativ la intregul interval.

Formulele Euler admit o interpretare geometrica, prezentat in figura (9.1).
In punctul A(Z,, Jm) se construieste tangenta la graficul functiei y(z) de panti
K,. Punctul B se afla pe aceastd tangenta, yg = ¥m + hK; reprezentand
valoarea aproximativa pentru y(z,,4+1) obtinutd cu metoda Euler de ordinul
intai. In punctul B(z,41,yB), se evalueaza prima derivatd a functiei y, g =
f(@m+1,yB) = Ks. Bara de deasupra semnifica faptul ca este vorba de o valoare
aproximativa, valoarea exacta s-ar obtine in punctul . Valoarea ¥,,+1 se obtine
cu metoda Fuler imbundtatita aproximand functia pe intervalul [, Zm11] cu
bisectoarea unghiului format de cele doua pante, K si Ko. Pe figura, §m,m+1 =
Yyc.

Pentru metoda Fuler modificatd, in punctul A(z,, ¥ ) se construieste tan-
genta la graficul functiei y(x) de pantd K;. Punctul D(2,,11 + h/2,yp) se afld
pe aceasta tangentd, yp = gm + (h/2)K;. In punctul D, se evalueazi prima de-
rivatd a functiei y: ¢, = f(zm41 + h/2,yp) = Ko. Bara de deasupra semnificd
faptul ca este vorba de o valoare aproximativa, valoarea exacta s-ar obtine in
punctul F. Valoarea ¢,,1+1 se obtine cu metoda Fuler modificatd aproximand
functia pe intervalul [@,,, T;,11] cu dreapta de pantd Ko. Pe figurd, §m1+1 = yo-
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Figura 9.1: Interpretarea geometrica a metodelor Euler de ordinul 2.

9.2.2 Formule Runge-Kutta

Din prezentarea anterioara se observa cd, luand in calcul mai multe puncte (deci
folosind mai multe evaluri ale functiei pantd f(x,y)), se obtin formule de ordin
de precizie mai ridicat. De aici apare ideea de a utiliza o expresie generala de
forma

Ym+1 = Ym + hzwiKi ) (9.19)
=1
1—1
Ki = f(@m + aihyym +h Y _BuK;), i€Ts, jeTi—1, a1 =P =0,
j=1
(9.20)

unde s este ordinul formulei, iar scalarii w;, o, (;; se determina din conditia
ca expresia (9.19) s coincida cu formula Taylor pana la termenii in h*® inclusiv.
S-a renuntat a se mai pune bara pentru a indica valorile aproximative. Pentru
s =4, relatiile (9.20) se scriu

Kl = f(xM7yTTL)7 K2 = f(xm + Oé2h>ym +/821hK1) )
K3 = flxm + ash, ym + h(B32 K2 + $31K1)] , (9.21)
Ky = flem 4+ aah, ym + hM(Ba3 K3 + Baa Ko + Ban K1)

Pentru s = 2 se regasesc formulele Euler de ordinul 2. Numaérul de parametri
este mai mare decat numarul de conditii pentru ca acestia sa fie unic determinati
incepand s > 2. In consecinta, pentru acelagi ordin s > 2, se obtin diverse
formule, unii dintre parametri fiind alesi din motive de simplitate sau de simetrie
a formulelor. Formulele astfel obtinute se numesc formule de tip Runge-Kutta.
Una dintre cele mai utilizate este formula Runge-Kutta standard de ordinul 4,



234 9. REZOLVAREA ECUATIILOR DIFERENTIALE

care utilizeaza derivate calculate la capete si la juméatatea pasului. Aceasta are
forma

Ky :f($m7ym)7 KQ:f(mm+%aym+%Kl> (9.23)
Ky = f(xm + % ym + LKs), Ki = f(xm + h,ym + hK3) .

9.2.3 Formule Runge-Kutta-Gill

O alta formula Runge-Kutta de ordin 4, ceva mai complicata, dar care prezinta
interes din punctul de vedere al controlului propagarii erorilor, este data de
urmatorul algoritm:

Date: zg, T, Y°
r=20,y=Y" Qo =0, h=(z, —x0)/n
m=0:(n—1),
[ K1 f(zm,Y™), Y1 < Y™ + (K —2Q0),
Q1 — Qo + 3[5(K1 —2Qo)] — 5 K1,
Ky — f(zm + 2.71), Yo = Y1 + h(1 = 1/V2)(K2 — Q1),
Q2 — Q1 +3[(1 = 1/V2)(K2 — Q1)] = (1 = 1/V2) K>,
Ks — flom+2.Y5], V3 = Yo+ (1 4+ 1/V2)(K3 — Q2)
Q3 — Q2 +3[(1+1/V2)(K; — Q)] - (1 +1/V2)Ks,
Ky f(@m 4 R, Y3), Ymi1 — Vs + 2(Ks — 2Q3),
Q1 — Qs+ 3[3 (K4 — 2Q3)] — 5 K4
[ Qo+ Q4 .

(9.24)

Prezenta radicalilor in expresiile (9.24) este utila deoarece acestia introduc
intotdeauna o eroare de rotunjire a carei evolutie se poate controla la fiecare pas.
Aceasta observatie sta la baza metodelor de tip Runge-Kutta-Gill. In metodele
Runge-Kutta-Gill de ordinul 4, erorile de rotunjire se iau in consideratie la
fiecare pas prin patru componente @1, Q2, @3, Q4. Se atrage atentia ca relatiile
(9.24) nu trebuie modificate (nu se fac simplificari, reduceri, etc.), ci se pastreaza
in forma in care sunt scrise, tocmai pentru a putea urmari propagarea erorilor de
rotunjire. Valorile parametrului Q4 dau o indicatie asupra tendintei (crestere,
stationare, descregtere) a acestor erori de rotunjire. Astfel, daca ||Q4|| depaseste
o anumitd margine impus#', se reduce pasul h. De asemenea, pasul h poate fi
marit dac se apreciazi ci valoarea ||Q4|| este prea mici?.

LAlgoritmul este prezentat in forma generald pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii
diferentiale, care vor fi prezentate mai jos. In acest caz, Q si K sunt vectori.

2Trebuie avut in vedere faptul ¢ metoda Runge-Kutta-Gill este superioars metodei Runge-
Kutta standard din punct de vedere al propagarii erorilor de rotunjire numai daca toate
calculele se efectueaza cu acelasi numar de cifre semnificative. Spre exemplu, lucrand cu un
calculator personal, nu vom observa diferente semnificative intre cele doua metode, deoarece
calculele intermediare se efectueaza pe 80 de biti, indiferent de numéarul de biti folositi de
compilator pentru reprezentarea unui numar real.
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9.2.4 Alegerea pasului la rezolvarea ecuatiei diferentiale

Estimarea erorii la formulele pas cu pas se poate face repetand calculul cu
pas modificat. Spre exemplu, pentru a verifica daca pasul h este suficient de
mic pentru asigurarea unei precizii corespunzatoare, se avanseaza doi pasi din
punctul x,, cu pasul h, apoi se reface calculul cu pasul dublu 2h, dupa schema

Tm +h+h=2x,+2h. (9.25)

In aceste conditii, neglijand erorile de rotunjire pe distanta h, utilizand o formula
Taylor, se poate scrie

y(@ +2h) = yon + (20) 1y [(s + 1)1

y(a + 2h) = yp + bt ( P &S)) /(s +1)! (9.26)

s+1
= yn + 20y f(s + 1)1

unde &1,& € (z,z 4 2h), &1 € (z,x + h), 22 € (x + h,x + 2h). Pentru s = 4
avem

4 (4

Yyan = y(x) + 2hy(,, + (22) y(z) + (zh) % + 5 ygz;

yn = y(z) + hy(m) +4 2 y(ac) + 0 yzg) + 21 g&:}‘)’_
4

Fhy (i T y(z+h) +% yEngh) + 22Y(asn) -

Considerand derivatele aproximativ egale
y (&) =y (&) =y, €€ (za+20) (9:27)
din (9.26) se obtine

2hs+1

-1 2R
(s+1)!

),y(”l)(é) =

2hs+1
(s+ 1)

Y = T (0.28)

Yn — Y2n = 9 _ 1

Am notat yp, yop valorile aproximative ale functiei y in x + 2h obtinute cu pasii
de integrare h respectiv 2h. Putem corecta valoarea y;,, presupusa mai exacta
decat ysp, cu relatia

Y+ 20) =yt e €= (yn — yon) /(2 —1) . (9.29)

Am obtinut de asemenea o posibilitate de a evalua eroarea absoluta prin terme-
nul e. Se poate deci impune micgorarea in continuare a pasului, daca e depaseste
0 anumita margine superioara sau, dimpotriva, marirea pasului in cazul in care
e are o valoare prea mica.

Sa presupunem ca dorim ca eroarea absoluta si nu depaseasca valoarea im-
pusa eg. In general, eroarea unei metode de ordinul s este de forma

e=hTly /(s + 1)1 (9.30)
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Se obtine
(s+1) 1
eo| _ g™ | Yie < €o > 1
—| = =ho=S5-h-|— , (9.31)
‘ e hs+1 y((z)*l) le|

unde S = |yE§$1)/yE§)ﬂ) |$ este, pentru h suficient de mic, de ordinul unit&tii

(rezultate bune in majoritatea cazurilor pot fi obtinute cu S = 0.9). Daca
eroarea obtinutd cu pasul h este mai mare decit cea impusad (e > ep), atunci
calculul trebuie reluat cu un pas mai mic, hg fiind o estimare buna a méarimii
acestui pas. Daca in schimb eroarea obtinuta este mult mai mica decat cea
impusi (e < eg), inseamni c& pasul de integrare este mai mic decat cel necesar,
iar relatia (9.31) poate fi folositd pentru estimarea pasului urmator.

De regula, in locul erorii absolute se foloseste eroarea relativa definita ca
€ = |e/Yref|, unde yy .5 este o valoare de referinta a necunoscutei y (spre exemplu
ultima valoare calculatd, yres = Ym+1 = Yn)- In acest caz se poate scrie

ho=S-h-(co/e)TT . (9.32)

Metoda prezentata este fiabila, dar conduce la cregterea timpului de calcul,
ceea ce nu se justifica intotdeauna. Pentru obtinerea unei estimari a erorii
absolute e cu pasul h, efectuim s+ s+ s = 3s evaludri ale functiei pantd f(x,y),
dintre care K1 = f(%m,ym) este aceeagi pentru integrarea cu h si 2h. Pentru
Runge-Kutta de ordinul 4, sunt necesare 11 evaluari ale functiei panta pentru
doi pasi, deci 5.5 evaluari pentru un pas. Rezulta un efort de calcul suplimentar
de 1.5 evaluari ale functiei panta pentru a obtine o estimare a erorii absolute si
a pasului optim de integrare. In cazul in care pasul h este relativ mare, factorul
de siguranta S poate diferi mult de unitate. In aceast’ situatie, o estimare a
erorii se face comparand cele doua valori obtinute

e = yn — Yon, €= (Yn — y2n)/Yn - (9.33)

O modalitate mai simpla pentru a verifica marimea pasului de integrare la
metoda Runge-Kutta standard, este evaluarea raportului

r=|(Kz — K3)/(K1 — K3)| . (9.34)

Observand ci pantele Ko, K3 se evalueaza in acelagi punct x = x,,, + h/2 iar
K1, K5 se evalueaza in puncte diferite, pe considerente empirice, se recomanda
mentinerea pasului daca raportul r este de ordinul 1072, In cazul unor ordine
de marime diferite de 1072, pasul se modifici (spre exemplu, se Injumatiteste
dacia r ~ 1071).

O alta cale de a obtine informatii privitoare la precizia calculelor si a pasului
necesar este de a folosi doua formule Runge-Kutta de ordine s si p, de regula
p = s+ 1. Aceasta inseamna s + p = 2s + 1 evaluari in total pentru a obtine o
valoare aproximativa cu o eroare de ordinul h® precum si o estimare a acestei
erori gi a pasului optim de integrare. La prima vedere, pretul platit pare prea
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Tabelul 9.1: Valorile coeficientilor pentru Kutta-Merson
il ai |ai—bi | oy | Bin | Bia | Biz | Bia

1/6 | 1/15 | ©
0 0 1/3 | 1/3
0 | —3/10 | 1/3 | 1/6 | 1/6

2/3 | 4/15 |1/2|1/8| 0o | 3/8
1/6 | —=1/30 | 1 | 1/2| 0 | =3/2| 2

U W N =

mare. In realitate nu este asa deoarece ambele formule folosesc aceleasi puncte
pentru evaluarea functiei panta, adicd numai p evaludri! Acest lucru este po-
sibil, deoarece raportul dintre numéarul de evaluari ale functiei panta si ordinul
metodei creste cu ordinul metodei dupa cum urmeaza:

Numar de evaluari

1 2 3 45 6 7 8
Ordinul metodei Runge-Kutta 1 2 3 4 4 5 6 6.

Formulele din categoria de mai sus se pot scrie in forma generala

Ym+1 =Yp = Ym T hZle a; K, Ys = Ym + h2f=1 b K

i 9.35
K; = f(x+ aihoym + h Y02 B K) | (9.35)
O estimare a erorii de trunchiere pentru ys poate fi obtinuta cu relatia
P
€="Yp —Ys = hZ(ai —bi)K; , (9.36)
i=1

iar pasul de integrare necesar obtinerii unei precizii impuse se calculeaza cu
relatia

ho=S-h-(eo/le|)*/P . (9.37)

Din aceasta categorie, prezentam metodele Kutta-Merson si Runge-Kutta-Fehlberg.

Metoda Kutta-Merson foloseste doua formule Runge-Kutta de ordine 4, res-
pectiv 5. Coeficientii din formulele (9.35) si (9.36) sunt dati in tabelul (9.1).
Pentru obtinerea relatiei (9.37) este nevoie de numai 5 evaludri ale functiei panta,
fata de 5.5 necesare in varianta integrarii cu pasul dublu cu eroarea absoluta
datd de (9.33). Varianta pasului dublu este Insd mai robusta.

S-a construit o metoda de ordinul 4 impreuna cu o estimare a erorii cu numai
5 evaluari ale functiei panta.

Metoda Runge-Kutta-Fehlberg foloseste o formula de ordinul 4 cu 5 evaluari
ale functiei panta si o formula de ordinul 5 cu 6 evaluari. Aceasta inseamna 6
evaluari in total pentru a obtine o valoare aproximativa cu o eroare de ordinul
h® precum si o estimare a acestei erori si a pasului optim de integrare. Valorile
coeficientilor a;, b;, a;, B;; sunt dati In tabelul 9.2.
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Tabelul 9.2: Valorile coeficientilor pentru Runge-Kutta-Fehlberg
1 a; a; — b; 673 Bil ﬁiz ﬁzs ﬂi4 5i5
1 16/135 1/360 0 0
2 0 0 1/4 1/4
3 6656/12825 —128/4275 3/8 3/32 9/32
4 28561/56430 —2197/75240 12/13 1932/2197 —7200/2197 7296/2197
5 —9/50 1/50 1 439/216 -8 3680/513 —845/4104
6 2/55 2/55 1/2 — 8/27 2 3544/2565 1859/4104 —11/40

9.3 Extrapolare Richardson. Metoda Bulirsch-
Stoer

Tehnica extrapolarii de tip Richardson consté in construirea unei functii y,,+1(h)
prin calcularea mai multor valori y,,+1 folosind diferiti pasi h = ;11 — T,
aproximarea acesteia cu o functie mai simpla (spre exemplu polinom) si calcu-
larea unei valori aproximative y,7,; corespunzatoare unei valori h mai mici, in
particular pentru h = 0.

Fie y,, = y(x,,) valori calculate pana la un moment dat §i z,, 11 = T, + H
punctul in care dorim sa calculam o valoarea aproximativa y,,11. Intervalul
(z,z + H) cu x = x,,, se imparte in n subintervale egale, ;11 —x; = h = H/n,
i € 1,n. Pentru diferite valori n, deci pasi de integrare diferiti, se obtin mai
multe valori aproximative ale necunoscutei y in punctul x,,11. Se obtin astfel
perechi de valori (b, ym+1(h)), cu ajutorul cirora se poate calcula o valoare
aproximativa y,,+1(0). De asemenea, avind mai multe valori y,,+1 pentru pasi
de integrare diferiti, se poate estima eroarea e = y — y,,,+1. Daca aceasta este
prea mare, calculul se repeta pentru un 7 mai mare (respectiv, un pas mai mic).
Extrapolarea Richardson da rezultate foarte bune pentru ecuatii diferentiale a
céror solutii sunt functii monotone (sau fird variatii mari ale primei derivate)
si nu au puncte singulare in intervalul de interes.

Pentru obtinerea unui algoritm performant, trebuie precizate urmatoarele:
(a) metoda de integrare pe intervalul (z,z + H); (b) metoda de aproximare a
functiei yp,41(h).

Metoda Bulirsch-Stoer, folosegte urmatoarea strategie de marire a numarului
de intervale n:

n; =2n;_o = n=2,4,6,8,12,16,... , (9.38)
care evita scaderea prea rapida a pasului de integrare in cazul uzual n; =
2n;_1. Pentru integrarea numerica a ecuatiei diferentiale se foloseste o metoda
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de ordinul 2, definita de urmatorul algoritm:

20 =Y(@Tm); 21 =20 + h- f(Tm,y0)
i=1:(n—-1)

[Zi41 = zi—1 + 2hf(@m + ih,y;)
Ym+1 = %[Zn + Zn—1+ ]’Lf(l‘ + H, Zn)] :

(9.39)

Unul din avantajele formulelor (9.39) constd in faptul c& avem nevoie de nu-
mai o evaluare a functiei panta. Avantajul esential il constituie insa faptul cd
dezvoltarea in serie Taylor a erorii contine numai termenii cu puteri pare

o0 .
_ o 121
e=Ymy1 —Yylz+H) = Zi:l a;h=" . (9.40)
Astfel, daca avem doua valori y,, i ¥, /2 obtinute cu n respectiv n/2 subintervale,
obtinem o valoare imbunatatita

y(x + H) = (1/3)(4Yn — Yn/2) (9.41)

de ordinul patru si nu trei cum ar fi fost normal pentru o formula de ordinul doi.
Pentru extrapolare la valoarea h = 0, Burlisch si Stoer au gasit mai eficienta
aproximarea cu functii rationale in locul interpolarii polinomiale.

9.4 Metode cu pasi legati

Principalele deficiente ale metodelor cu pasi separati sunt: (a) necesitatea evaludrii
la fiecare pas a unui numar de functii cel putin egal cu ordinul metodei; (b) eva-
luarea dificila a erorii de trunchiere.

Deficientele semnalate pot fi inlaturate folosind metode care utilizeaza mai
bine valorile deja calculate ale functiei necunoscute. Aceste metode se numesc
metode cu pasi legati sau metode multipas. Ideea este urmatoarea: sa presupu-
nem, revenind la ecuatia (9.2), cd se cunoagte solutia y(x). Atunci functia panta
f(x,y(z)) este o anumitd functie de z, notatd cu ®(z) = f(x,y(x)). Integrand
ecuatia (9.2) termen cu termen, pe un interval [T, —g, Tm+1], m = 0,1,2,... |
se obtine

T4l

Ym+1 = Ym—k +/ P(x)dx (9.42)

Tm—k
(figura 9.2). In relatia (9.42), functia ®(z) este necunoscuti, dar poate fi apro-
ximata utilizand spre exemplu un polinom de interpolare.

9.4.1 Formule explicite

Pentru a lua in consideratie valori deja calculate ale functiei y(z), vom utiliza
polinomul cu diferente la stanga. Introducem numarul real « prin relatia

xT=xmt+ah a<l. (9.43)
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Figura 9.2: Functia ®(x).

Functia ®(x) se va reprezenta in forma
O(z) = ®(zy, + h) =Py + VO, + ...+ (-1)'C- VP, + R, (9.44)

r fiind gradul polinomului de interpolare, V operatorul diferenta la stanga, iar
R, restul la interpolare

R, = (1) er et (6), € e (zpmor, z) . (9.45)

Tinind seama de (9.44), relatia (9.42) se scrie
1
Ymtl = Ym—rk + h/ (<I>m +aVo, +...+(-1)"'C" V', ) da + 6y,
—k
(9.46)

dm fiind eroarea la integrare la pasul m
1
6 = (1) LA T2 / CTHIeT (¢ da . (9.47)
—k

Constatam cd avem doi parametri la dispozitie: r, gradul polinomului de
interpolare, grad care da ordinul de precizie al formulei (egal cu r + 1) si k, pa-
rametrul care da intervalul de integrare. Existenta acestor doi parametri permit
obtinerea de formule diferite, la acelagi ordin de precizie. In cele ce urmeazi dam
unele formule mai des folosite obtinute direct din aplicarea formulelor generale
(9.46) si (9.47).

a) Pentru r = 3, k = 0, se obtine formula predictor a lui Adams

A
U = Y+ L (55 f = 59 o1 + 3T o2 — 9 fn3) ,

(9.48)
S = BL050M) (€) = BLp500) 1+ O(RS) .
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b) Pentru r = 3, k = 3, se obtine formula predictor a lui Milne

y;n]‘_{_)l = Ym—-3 + %(2]‘-”1 - fm—l + 2fm—2) 5

9.49
S = Hp50W (€) = Upsal) + O(n) . (949)

¢) Pentru r =5, k = 5, se obtine o formuld de ordinul 6

Ym+1 = Ym + %(11fm - 14fmfl + 26fm72 - 14fm73 + 11fm74) )
6
S = ALRTOO)(6) = ALRT) + O(hS) .
(9.50)

Observatii.

1.

Formulele prezentate in acest paragraf sunt explicite pentru ca toti terme-
nii din dreapta semnului egal sunt cunoscuti. Formulele explicite cu pasi
legati se mai numesc formule predictor.

. Formulele explicite multipas necesita evaluarea unei singure functii f,, la

fiecare pas, indiferent de ordinul de pecizie al formulei.

. Erorile de trunchiere d,,, au expresii simple care permit evaluarea erorii in

mod simplu. Spre exemplu, utilizand formulele Adams si Milne, se obtine,
cu o aproximatie de ordinul O(h®)

A M A
Yt = g+ 2L 0D )y O(RT) (9.51)

. Formulele multipas nu pot lua startul singure; pentru start se utilizeaza o

formula pas cu pas, in general de acelasi ordin.

. Luénd 1In considerare si evaluarea erorii, economia de calcul pentru me-

todele cu pasi legati este Inca si mai mare, in comparatie cu metodele cu
pasi separati.

9.4.2 Formule implicite

Deoarece polinomul de interpolare obtinut din (9.44) se extrapoleaza in @41,
erorile §,, ale formulelor multipas explicite sunt relativ mari. Pentru reducerea
acestor erori, se folosesc formule implicite. Formulele implicite cu pasi legati se
mai numesc formule corector. Dupa cum vom vedea, formulele corector nu pot
fi folosite singure, ele avand nevoie de o valoare aproximativa initiala pe care o
imbunéatatesc iterativ. Aceasta valoare aproximativa este furnizata de o formula
predictor, ansamblul celor doua formule formand o formula predictor-corector.

In scopul evitarii extrapolarii, la construirea polinomului de interpolare se
ia in consideratie gi valoarea ¥y, +1. Se redefinegte variabila a (9.43) prin

T =Tmt1 +ah, <0 (9.52)
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iar functia ®(z) se reprezinta sub forma similard cu (9.44)

<I>(x) = (b(l'm+1 + O[h) = (I)m+1 + aV@erl +...+ (—1)7'C’ZQVT<I>m+1 + Rr y
(9.53)

restul fiind dat de relatia (9.45). Relatiile (9.42) si (9.53) ne conduc la

Ym4+1 = Ym—k + hfi)k—l((berl + anbmH +...+ (—I)TCZOCVT(Perl)dOé + 5m s
T T 0 s T
S = (=1 HRr+2 [0, CrEeT L (E)da
(9.54)
De aceasta data, expresiile pentru y,,+1 sunt implicite deoarece ®,,; de-

pinde de valoarea necunoscutd ym+1, Pm+1 = f(Tm+1,Ym+1). Pentru a vedea
modul de lucru efectiv, se considera mai intai cateva formule uzuale

a) Formula corector a lui Adams se obtine pentru r = 3,k =0

A
Yt = Ym + 25O frmi1 +19fm = 5fmr + fu2) | (9.55)

b) Formula corector a lui Milne se obtine pentru r = 3,k =1
M
y7(n+)1 =Ym-1+ %(ferl +4fm + frn-1)

9.56
O = —osh5@W (&) = —9—10h5<1>§f:) + O(h®) . (5:56)

¢) Pentru r =5,k = 3, se obtine urmatoarea formula de ordinul 6:

Ym+1 = Ym—-3 + %(7fm+1 + 32fm + 12fm71 + 32fm72 + 7fm73) )
4
S = — 5o hT®O)(€) = — S WTD) 4+ O(h®) .
(9.57)

Se constata ca toate formulele implicite au structura

Ym+1 =a+bh f(Tmt1, Ymt1) , (9.58)

unde a gi b sunt constante. Relatia (9.58) reprezintd o ecuatie in necunoscuta
Ym+1 care poate fi rezolvata numeric iterativ. Conditia suficienta ca girul de
iteratii

k k
Yot = @+ 0h f(@minyp) (9.59)
sa fie convergent este (vezi 3.2.1)

b-h-0f /0yl <1 (9.60)

si poate fi satisfacuta intotdeauna pentru h suficient de mic. Problema este ca
precizia dorita sa se atinga astfel incat numarul de evaluari ale functiei panta
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f(x,y) sa fie mai mic decat ordinul metodei, In caz contrar dispare avantajul
volumului de calcul mai redus al formulelor multipas, in raport cu formulele
pas cu pas. De aceea, pentru start se alege valoarea yr(gll data de o formula
multipas explicita, de acelagi ordin, formula utilizata ca predictor, in timp ce
formula implicita (9.58) foloseste drept corector. O asemenea combinatie se
numeste formula predictor-corector.

Metoda predictor-corector ne furnizeaza posibilitatea de evaluare a erorii si
de a face astfel o noud corectie. Astfel, utilizdnd formulele Adams (9.48) si
(9.55), se obtine

Ac Ac A
Ym+1 = y£n+)1 - %(yiﬁ)l - yfnf%) + O(hG) . (961)

Diferenta dintre valorile date de cele doua metode, ne permite sa apreciem
oportunitatea schimbarii pasului.

La fel, neglijand erorile de rotunjire, utilizand formulele predictor-corector
Milne de ordinul 4 (9.49) si (9.56), se obtine

M M A

9.5 Propagarea erorilor. Stabilitate.

Dupéa cum s-a vazut in capitolul 4, orice calcul numeric este afectat de erori de
metoda i de erori de rotunjire. O metoda in care erorile introduse intr-o anumita
etapa nu sunt amplificate la pasii urmétori de calcul se numeste stabild. Trebuie
observat Insa ca aceasta definitie se aplica numai pentru probleme corect puse,
adica pentru ecuatii diferentiale si conditii la limite pentru care solutiile exista
si sunt stabile. O solutie este instabild in sensul lui Hadamard daca variatii mici
in parametri introduc variatii mari in solutie. Evident ca in asemenea cazuri
orice metoda numerica utilizata va conduce la erori necontrolabile.

Pe de alta parte, erorile absolute pot fi amplificate, dar in acelasi timp, este
posibil ca erorile relative in modul sa ramana pe loc sau chiar sa scada, ca
urmare a cresterii valorilor solutiei, in modul. In acest caz, se poate spune ci
metoda este relativ stabild.

Pentru a scoate in evidenta mai concret situatiile care pot apare, vom con-
sidera ca, la pasul x = x,,, ecuatia de rezolvat are forma

Y = fn+ am(@ — xp) + by — ym) = f(z,9) , (9.63)

cu conditia ca pentru * = T,,, ¥ = Ym, 1ar @, bny, frn sunt constante pe
intervalul (z,,, Z;,+1). Vom presupune b,, # 0, altfel problema se reduce la o
simpl& integrald obignuitd. Ecuatia (9.63) are solutia exacta

Y=1Ym — Amebm(zixm) + A + Bm(x - mm)a

Aga cum se observd, membrul drept din (9.63) contine primii 3 termeni din
dezvoltarea Taylor a functiei de doua variabile f(z,y). Dacd f(x,y) este o
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functie de gradul intai in variabilele z,y, atunci expresia (9.64) este exacta,
daca valorile y,, sunt exacte. Pentru @ = x,,+1, solutia (9.64) devine

Y1 = Ym — Ame’™" + A, + Bl 9.65
+

S& comparam rezultatul (9.65) cu formulele Runge-Kutta de ordinul 4 si
Milne-predictor de acelasgi ordin. Pentru ecuatia (9.63), formula Runge-Kutta
(9.22) da

- 4 - —
Tt =T = A Y (bh)" /0l 4 Ay + Bl + e (9.66)

erm fiind eroarea de rotunjire cu care obtinem numeric valoarea 177(5 fl). S-a
folosit bara pentru a indica valorile aproximative. Pe de altd parte, s-a avut
in vedere ca, la pasul z = x,,, problema se rezolva prin metoda Runge-Kutta
pentru o conditie initiala alterata (y = gp,).

o P _(RK
Eroarea absoluta e, 1 este, conform definitiei, diferenta y,,+1 — yff +1)

S BE) _ (RK) _ (A — Ap)(ebm? — 1) — A (bmh)5ebm§m 4+ (Bm — Bp) —e
m+1 — ©Em m m m 5' m m Rm -
(9.67)
S-a folosit formula Taylor pentru a inlocui
4 5
Yo k)l = et = Lapentn €€ (2, ) - (9.68)

Prin sumare de la = 2o la © = zp,41, din (9.67) se obtine

RK - = . — (b;h)® _
efnJrl) =eg — Z |:(Az — Ai)(eblh — 1) + Ai( 5') eblg — (Bl — Bi)h + 6R1':| .
=0
(9.69)
(RK)

Erorile initiale ej — ’si ero putand fi considerate nule, iar coeficientii 4;, A; s

B;, B;, egali, relatia (9.69) se poate scrie

e — = (bih)? _
et =3 {(1 —ebihy(A; — A;) — i, 5,) "€ + (B; — Bi)h + em} . (9.70)
i=1 ’

Pe de alta parte, prin sumare, din (9.65) se obtine

Yme1 =yo+ »_ [(1— ") A; + B;h] . (9.71)
=0

Eroarea relativa e,,11 va fi raportata la valoarea exacta y,

RK RK
55n+1) = €5n+1)/l/m+1 . (9.72)

Din relatiile (9.70) si (9.71) se deduce ca
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1. Daci by,h € (0,1), atunci eb» > 1, unde b,, = (0f/0z)m, eroarea

1(7]5-51) creste in modul cu numarul m de pasi parcursi. Totodata creste

o . . o (RK .
valoarea y,,,+1 daca A, # 0. Prin urmare, eroarea relativa agn +1) poate fi mica,

iar solutia relativ stabild. Cazul critic se produce pentru

absoluta e

Am =0,y = am + b fon =0 (9.73)

in care caz termenul exponential dispare din solutia exacta. Aceasta situatie se
poate produce pentru anumite conditii la limite. In fapt, anularea derivatei y"
in fiecare punct conduce la o functie de gradul intai. Ca urmare, atat eroarea
absoluta esf’fl) cat si cea relativa, €£5+Kl) pot creste oricat de mult, indiferent
de metoda numerica folosita. De aceea se spune ca solutia, pentru conditia la
limita care satisface (9.73), este inerent instabild numeric.

2. Daca b,,h € (—1,0), atunci e®»" < 1, iar solutia poate deveni instabils
odata cu scaderea in modul a valorilor solutiei.

In continuare, vom arata particularitatile propagarii erorilor pentru formu-
lele multipas. Pentru a aplica formula Milne (9.56) ecuatiei (9.63), vom scrie

Frist = Fon & G + b (5, — 520 (9.74)

de unde, prin sumare, se obtine

fmi1=1o "‘Z [azh‘f' () — M|, i e 0,m (9.75)
=0

bara indicand ca valorile se calculeaza cu erori de trunchiere si rotunjire. Pentru

a; =constant= a, b; =constant= b, din (9.75) se obtine

fe1 = fo+ab(m+1) +b@M) = vo), m=0,1,2,... . (9.76)

Tindnd seama de (9.76), din formula Milne (9.56) se obtine urméitoarea

ecuatie in diferente pentru yan)

(1= Bh/3)7i0 s = 4Bh/3700 — (L +Bh/3)F0y  (9.77)

= 2h(fo — byo) +2ah*m .
Ecuatia in diferente (9.77) se rezolva similar cu ecuatiile diferentiale cu
coeficienti constanti, neomogene. Astfel, ecuatia omogena (fard membrul drept)

admite solutii de forma g,, = r™, numerele r fiind date de solutiile ecuatiei ca-
racteristice

(1 —bh/3)r® — (4bh/3)r — (14 bh/3) =0 . (9.78)
Se obtin solutiile

r1 = (2bh + /9 + 3b2h2)/

7”2:—(1/7“1)(3+Bh)/(3—bh 2bh V94 352h2) /(3 — bh) (9.79)
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Solutia generala a ecuatiei (9.77) se obtine adunand la solutia ecuatiei omogene
o solutie particulara. Astfel, introducand si o eroare de rotunjire, e, rezulta

g = Crrim + Ciram + yo — (@ + bfo) /b* — m(ah) /b + epm - (9.80)

Pentru determinarea constantelor C; si Cy, se pun conditiile

T = Xo, m:0, g(()M) = Yo, €R0:0 9.81
B s (9.81)
r = T, m_17 Y1 =Y,

valoarea 7, fiind furnizata de o metoda pas cu pas sau de o alta metoda. Pe de
alta parte, solutia exacta (9.65), pentru a; = a =constant si b, = b =constant,
devine

Ym+1 = Ym — Am(ebh - 1) - ha/b . (982)

Inlocuind apoi A, din (9.64) si f,, dintr-o relatie de tipul (9.76) din (9.82) se

obtine urmatoarea ecuatie in diferente finite
Ym+1 — Yme"" = [(a+bfo) /6% — yol (" — 1) — ha/b+ h(a/b)(e"" — 1)m .
Solutia ecuatiei in diferente finite de mai sus este
Ym = Ke""™ +yo —m(a+bf,)/b+ e (9.83)

unde e, este o constantd de rotunjire, iar constanta K se determind din
conditia © = o, Ym = Yo, €ro = 0. Rezulta solutia exactd in absenta ero-
rilor de rotunjire

a+ bf ah /
ym:(bizo)(ebhmfl)meerowLeRm- (9.84)

bhom

Se observa prezenta termenului exponential ™. Pe de alta parte, utilizand

conditia (9.81), ecuatia (9.80) devine
gﬁnM) = giz(d + Bfo)(’l“lm — 1) + Co(rom — Tlm) — %@hm + Yo + €Rm - (985)

Impunand, pentru comparatie, conditia ca la primul pas erorile de trunchiere
sa fie neglijabile si luand in plus @ = a, b = b, vom scrie

M =y = La+bfo)(e" —1) —ha/b+ ey . (9.86)

Se deduce astfel expresia constantei Cy din solutia (9.85)

3-bh +b bh
Cr = 5532 . b2f0 (ri1—e’") +er — elRl] ~

o L (9.87)
= 2913?;‘?}12 [ tgfo (b18ho +O(b6h6)) +€eRr1 — elm} .
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In (9.87) s-a tinut seama ca dezvoltarile in serie Taylor ale functiilor r; si e®®
coincid pana la termenii in b°h°. Mai precis

4 (bh)"  B°K° 67,6
rl_zi:o T ey TOM°RY), bR < 1. (9.88)
Eroarea absoluta in cazul metodei Milne-predictor este
egnM) =Ym — _7(r]7,W) = b%(a + be)(ebhm - rlm) - CQ(TQm - Tlm) + elRm — €Rm

depinzand atéat de r1 cat si de 1o (vezi (9.79)). Se observi aparitia unui termen
suplimentar 1n ecuatia cu diferente Milne, legat de existenta a doua solutii 71,
ro ale ecuatiei in diferente (9.77), fata de solutia exacta (9.84). Dintre cele doud
solutii, r; este cea care urmeazs indeaproape exponentiala e, in timp ce 75
este o solutie straind.

Daca bh € (0,1), atunci r; > 1, iar ro avand dezvoltarea ro = —(1 — bh/3 +
b2h%/18 +...) este, in modul, subunitar (Jre| < 1). Ca urmare, solutia proprie,
T1m, este preponderents, iar erorile de trunchiere sunt proportionale cu [e®® —r|,
daca (a+ bfy) # 0. Solutia este relativ stabild: eroarea relativa |e,,| descreste.

Daca bh € (—1,0), atunci termenul In ry,, este preponderent (|rg > 1) si
solutia este numeric instabila, atat eroarea absoluta cat si cea relativa crescand
in modul.

Cazul critic este: a +bfy =0, @+ bfy # 0, caz in care avem

3—bh a+bfo
Co = —
2v/9 + 3b2h? b

r+er1 — elRl R (989)

iar solutia este instabild numeric, ca gi in cazul metodei Runge-Kutta (instabi-
litate inerentd).

9.6 Sisteme de ecuatii diferentiale. Ecuatii de
ordin superior

Sistemele de ecuatii diferentiale ordinare se rezolva numeric prin extinderea unor
procedee utilizate la rezolvarea ecuatiei diferentiale de ordinul intai. Aspecte
noi sunt introduse insa de conditiile impuse pentru selectionarea solutiei. Din
acest punct de vedere distingem doud categorii de probleme: (a) probleme cu
valori initiale (Cauchy); (b) probleme cu valori la limite. In ambele cazuri se
considera sistemul de ecuatii diferentiale adus la forma canonica, adica la forma

n fiilnd numarul de ecuatii, egal cu numarul functiilor necunoscute y; (x). Functiile
fi(x,y;) pot contine pe langa variabila independenta x, toate necunoscutele y;,
dar nu pot contine nici o derivata.

Ordinul sistemului de ecuatii diferentiale se obtine adunéand ordinele tuturor
ecuatiilor din sistem. Numarul de conditii necesare pentru ca solutia sa fie unic
determinaté este egal cu ordinul sistemului (in cazul de fata ordinul este n).
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9.6.1 Probleme cu valori initiale

In acest caz, considerand un interval [a, b] pe care se construiegte solutia, conditiile
sunt impuse intr-un singur punct, uzual z = a. Combinatia de ecuatii diferentiale
cu conditii Intr-un sigur punct,

yng(mvylﬂyn)a T =a, Yy =Y, 16177”7 (991)

se numeste problema Cauchy, sau problema cu wvalori initiale. Se presupun
indeplinite conditiile necesare pentru ca problema Cauchy si admita solutie
unicd. Fie z;, ¢ = 0,1,... , N o partitie uniformé a intervalului [a,b], xo = a,
xy = b avand pasul h = (zy — xo)/N. Aplicind formula Runge-Kutta de
ordinul patru (9.22) pentru fiecare ecuatie a sistemului (9.90) se obtine

Yim+1 = Yi,m + %(Ku +2K;2 +2K;3+ Kis), i€ 1,n , (9.92)
unde

K = [i(Tm, Yim), Kio = fi(Zm + &, yim + 2 K1),

9.93
Kiz = fi(@m + %, yim + 2K2), Kix = fi(zm + h, Yim + hKi3) . (9.93)

Ordinea de calcul a derivatelor este urmatoarea: se calculeaza K;; pentru toti
indicii ¢ = 1,2,...,n, apoi K;2, s.a.m.d. Plecand din punctul zy cu valorile
initiale date de (9.91) se calculeaza valorile y; ,, pas cu pas.

Criteriile de modificare a pasului sunt similare cu cele din cazul unei singure
ecuatii diferentiale. Folosirea criteriului simplu consta in calculul raportului

Ki» — K3

—F| ~0.01 9.94

r = sup
i

si Injumatatirea pasului daca r > 0.1, sau dublarea pasului daca r < 0.001.
Criteriul calcului dublu cu pasii h gi 2h considerd, dupd modelul (9.25) can-
titatea d

")y 2m)

|y,
T (9.95)

6 = sup
i

unde ygh)este calculat cu pasul h iar yZ@h)cu pasul 2h, s fiind ordinul metodei.

Pasul se pastreza daca ¢ se afla intr-un interval considerat dinainte. Limitele
pentru § se stabilesc in functie de problema care se rezolva. In cazul cand se
lucreazd adimensional, § € (107%,107%) este un interval uzual, in functie de
precizia doritd si de calculator. In locul normei maxime din relatiile (9.94) si
(9.95), se pot folosi orice alte norme de vectori.

In mod similar, pentru rezolvarea sistemului (9.90) se pot utiliza metode
multipas. Pentru formula predictor-corector Adams, spre exemplu, se scrie

y§f‘,,f’il = Yim + 25 (55 fim — 59 fim—1 + 37 fim—2 — 9fim—3) »

yl(m)ﬂ = Yiom + (9 fismt1 +19fim — 5fim—1 + fim—2) , (9.96)
Ac Ac A . —
Yimt1 = Yimors — o (U mirs — Yim 1), i € T
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Conditia de convergenta a procedeului predictor-corector (vezi relatiile (8.7) si
(8.12)) este luatd sub una din formele

h -sup|0f;/0y;] < (1/n)(24/9); h - |0fi/0y;l < (24/9), i,j € 1,n, (9.97)

unde J = (9f;/0y;); jet este matricea jacobiand a functiilor panta.

Criteriul de mentinere sau de modificare a pasului il reprezinta pastrarea
sub o anumitd limita a diferentei de valori intre formula predictor si formula
corector, spre exemplu

Ac A
o sup [y —uirl < e (9.98)

cu e = 107%, s fiind numarul de cifre semnificative exacte dorite in solutia
aproximativa. Daca s-a lucrat adimensional, normandu-se rezonabil variabilele,
€ € (107%,107*) pentru o precizie corespunzand la 4 + 6 zecimale.

9.6.2 Probleme cu valori la limite

Consideram in cele ce urmeaza sistemul de ecuatii cu conditiile la limite

— T e l,n
= (@ 7 T =20, Yj=UYjo0,J RAEES 9.99
Ys f( Y1 yn) T=TN, Yk=UkN, kel ng. ( )

Avem deci n; conditii impuse la un capat al intervalului gi ny conditii la celalalt
capat, cu ny + ny = n. Deoarece in punctul initial x = ¢ nu sunt date toate
valorile functiilor y; o, i € 1,n, startul nu poate fi luat. Metodele de rezolvare a
problemelor cu conditii la limite se impart in doud mari categorii: (a) metoda
tirului care se bazeaza pe transformarea problemei cu conditii la limite intr-o
problema cu conditii initiale, prin estimarea valorilor lipsa de la unul din capetele
intervalului in aga fel incat sa fie indeplinite conditiile la limita de la celalalt
capit; (b) metode cu diferente finite in care se folosesc expresii cu diferente finite
pentru aproximarea derivatelor pe o diviziune a intervalului de integrare.

Metoda tirului.

Din punct de vedere al dificultatii rezolvarii unei probleme cu conditii la limite,
distingem doud situatii pe care le vom trata separat: (a) probleme cu valori la
limite uniparametrice, caind ny = 1 sau ny = 1; (b) probleme cu valori la limite
cu doi sau mai multi parametri.

Probleme cu valori la limite uniparametrice. Sa consideram c&, pentru
sistemul (9.90) conditiile (9.91) sunt de forma

xr = xg, Yj = Yj,0, j € m ’ (9 100)
r =N, yn:yZ,N’ .
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adica nu este cunoscuta valoarea yn o la * = 9. Vom considera A = y, o ca
parametru si vom observa ca acesta trebuie determinat astfel incat la x = zpn
sa fie satisficutd conditia din (9.100), adica A este solutia ecuatiei

F) =y n(A) = Ynn =0, A= yno - (9.101)

Fie \* valoarea care satisface ecuatia (9.101). Pentru a o gasi numeric,
trebuie mai intai localizata, adicd trebuie gasite doud valori Ag_1, Ax_o astfel
incat F'(A) sd-gi schimbe semnul. Aceste valori se aleg prin incercari, avand in
vedere gi eventuale alte informatii (s.e. de naturd fizicd). Se introduce apoi
un gir iterativ folosind metoda coardei prezentata in capitolul 3, adica pentru
fiecare pereche A\;_o, Ag—1, cu F(Ag—2)- F(Ap—1) < 0 se determind \j cu relatia

- F—1)(Ak=1 — Aw—2)

A = Mo
R T TR 1) — F(ve2)

(9.102)

In iteratia urmatoare se atribuie valoarea A\, uneia din valorile A\y_1, A\p_o ast-
fel incat sa se pastreze schimbarea de semn. Procedeul se opreste daca sunt
indeplinite conditiile |F(\)| < ep, sau |Ar — Ag—1| < ex|Ak| + €5, unde €, este
valoarea introdusa pentru eventualitatea cand A* = 0.

Un caz particular il constituie ecuatiile diferentiale de ordinul doi® de forma

Y = f(x,9,9), y(xo) = o, y(zn) =6 . (9.103)
In cazul in care f este de forma
f@,y,y) = ul@) +o(x)y + wz)y’, (9.104)
atunci ecuatia este liniara iar solutia este de forma

y(x) = pyi(z) + (1 — py2(2) , (9.105)

unde y; si y2 sunt doua solutii obtinute pentru doua valori diferite ale parame-
trului A = ¢/ (), iar p se determind din conditia ca y(xzy) = 3 rezultand

=8 —y2(2n)]/[y1(zn) = y2(zn)] - (9.106)

Cele doua solutii se pot obtine simultan, rezolvand sistemul

Y= sy Yo = Y U5 = f(@,y1,93), Yo = (@, y0,0a) (9.107)
1(@0) = @, ya(wo) = @, ys(@0) = M =0, ya(wo) =ra =1,

unde pentru cele doua valori ale parametrului A am ales Ay = 0 gi Ay = 1, iar
pentru rezolvare putem folosi oricare din metodele pas cu pas. Valorile y; (z,,) si
y2(,,) obtinute prin integrare numerica trebuie memorate in doi vectori pentru
a putea construi in final solutia cu relatia (9.105) folosind p dat de (9.106).

3Vezi paragraful 9.6.3 pentru ecuatii diferentiale de ordin superior.
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In cazul in care ecuatjia (9.103) este neliniara, in locul metodei coardei (9.102)
se poate folosi metoda Newton pentru rezolvarea ecuatiei (9.101), in care se
construiegte girul de aproximatii ale valorii A* dat de relatia

Akt1 = Ak — F(A)/F'(Ar) (9.108)
unde
F\) =yn(\) = B8=0, A=y(z0) . (9.109)
Pentru determinarea derivatei functiei F, F/ = 0F/O\ = dy(an)/ON, se deri-
veaza functia y” data de (9.103) in raport cu A
oy _0fox 050y 0f oy
ON 0z 0N Oy Oox Oy OX

Notand u = dy/O\ si tinand cont ca

Oox oy’ 0 (0% 9% [0y g
= =— |2 )|l==— (22| = A11
=" oy T (3:172 a2z \ox) — " - (9:111)
i cd Jy(zg)/ON = 0, Oy’ (x0)/OX = 1, obtinem ecuatia diferentiald de ordinul
doi cu conditii initiale
o= 2wy | 0f(@ YY)

— _ / _
= 9y +u oy u(zo) =0, u'(xg) =1. (9.112)

Cu A ales se rezolvd numeric cu o metoda pas cu pas sistemul de ecuatii
diferentiale

(9.110)

i =y2, Yo = f(x,9,9), Y3 = Ya, Yy =
y1($0) = Q, y2(=’f0) =, y3($0)

<

unde y; =y, y3 = u. Valoarea u(xy) = y3(zn) este tocmai F'()), astfel incit o
valoare mai buna pentru A se poate calcula cu relatia (9.108). Ca test de oprire
se poate folosi conditia

|/\k+1 - )\k| < 5‘)\k+1| +é&s, (9114)

unde valoarea 5 (pentru care se poate lua €, = €) trebuie introdusd pentru a
elimina nedeterminarea ce poate aparea daca valoarea exacta este chiar A = 0.
Pentru e; = 0 gi ¢ = 10~7°, conditia (9.114) este indeplinita atunci cadnd Ag41 si
Ar au s cifre semnificative identice.

Probleme cu valori la limite cu doi sau mai multi parametri.

In cazul cand problema are mai multi parametri dificultatile cresc; pasul esential
il reprezinta trecerea de la un parametru la doi parametri, mai departe extinde-
rea fiind evidenta. Pentru exemplificare sa presupunem sunt impuse conditiile

{x:xm Yj = Y0, J€Ln—-2, (9.115)
T=2TN, Yn-1 :y:hl,N’ Yn,N = Yp N -

)
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Vom considera ca parametri valorile y,,—1,0 = A1, yn,0 = A2. Solutiile sistemului
(9.115) trebuie s verifice sistemul de ecuatii

F; = Yp_ -y =
{ 1(A1,A2) = Yn—1n(A, A2) =y v =0, (9.116)

Fy(A1,A2) =y v (A1, A2) =y v =0

Cu yn—1,n(A1,A2) s1 Yn,n (A1, A2) s-au notat valorile functiilor y,—1 respectiv
Y, care se obtin prin integrare numerica la x = zy cu parametrii A\; si Ao alesi.
Pentru a gési solutia (A}, A3) care satisface conditiile (9.116) se poate aplica
una din metodele de rezolvare a sistemelor de ecuatii neliniare prezentate in
capitolul 8, sau se poate aplica o metoda de optimizare pentru functia scop

U(Ai, A2) = 5[FY (A1, A2) + FF (A1, Aa)] - (9.117)

Spre exemplu, utilizind metoda gradientului (vezi 8.4), se scrie girul de iteratii
M+l = AF — q.¢% unde g este vectorul gradient, g* = VUM, \5) = JT . F,
J este jacobiana functiei vectoriale FF = (Fy, Fy)T. Parametrul aj > 0 se
determinad optimizand descresterea functiei U in lungul directiei gradientului
negativ —g.

Plecand dintr-un punct ales initial (A\J, \9), este necesara cunoasterea ma-
tricei jacobian Jy pentru a gasi directia de descrestere. Cum in general este
imposibil de determinat expresia analitica a jacobienei, aceasta se poate apro-
xima cu ajutorul diferentelor la dreapta

Jo o [F1 (Ao + hi, A20) — Fiol /b1 [F1(Aio, A2o + ha) — Fio/he
0 [Fo(A1o + h1,A20) — Faol/h1 [F1(A10, A20 + ha) — Faol/ha ’
(9.118)

Procedeul este acelasi indiferent de numéarul de parametri (n > 2). Daca
numarul de parametri este mai mare decat 2, se recomanda o metoda de des-
cregtere cvasi-Newton sau de gradient conjugat.

Vom observa ca numarul real de parametri nu poate depasi 2 daca ordinul
sistemului n < 4, 3 dacd n < 6, in general [n/2] (parte intreaga) deoarece putem
alege convenabil ca punct de plecare xg sau zp, adica punctul unde se dau cele
mai multe conditii.

Metode cu diferente finite.

Se bazeaza pe folosirea unei o retele de puncte de diviziune ale intervalului care
se stabileste Tnainte de integrarea ecuatiilor diferentiale. De regula nu se cunosc
dinainte zonele in care functiile necunoscute prezinta variatii mai rapide unde
nodurile retelei ar trebui sa fie mai dese. Desgi exista tehnici adaptive gi pen-
tru metodele cu diferente finite, care constau in indesirea retelei in zonele de
variatie rapida a functiilor necunoscute, acestea sunt mai complexe decat cele
corespunzatoare metodelor pas cu pas folosite la metoda tirului, astfel incat
metodele cu diferente finite se recomanda sa fie folosite pentru rezolvarea pro-
blemelor cu conditii la limita a caror solutie nu prezinta zone de variatie rapida.
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Fie un sistem de ecuatii diferentiale y, = fi(z,v1,...,yn) scris in forma
vectoriala

Y =F(z,Y), (9.119)

cu conditiile la limitd de forma (9.99). Se aproximezi derivatele cu diferente
finite la dreapta

yi(wm) = (4" —y")/h+O(h), i € T,n, m e O,N — 1, (9.120)
sau, cu efecte benefice asupra preciziei, cu diferente centrate

Yi(em) = " =2 + 4" /(20) + O(h?), i €Tn, me LN -1,
(9.121)

unde pentru simplitate am considerat o diviziune cu pasul constant h = x,,, 11 —
Zm. Considerand spre exemplu schema cu diferente finite la dreapta, sistemul
(9.119) se scrie in forma

Y™ Y™ = W[ (21 + 2m), 5 (YT Y™ 4+ O(R?) . (9.122)
Neglijand termenii O(h?), relatia (9.122) se scrie in forma

Emtl = ymtl vy h Pl (2 ), YT Y™ =0, meO,N -1,
(9.123)

obtinand un sistem de n X N ecuatii neliniare cu n x (N + 1) necunoscute y*,
pentru a carui rezolvare vom folosi metoda iterativa Newton prezentata la 7.
Cele n ecuatii lipsa se completeaza folosind conditiile la limita (9.99) care uneori

pot fi date in forma generala

LOj(x()ayl,"' ayn) :07 ] € 17”1 5
9.124
LNk(anyl,“'ayn):()v k€17n2; ( )

unde Lo; si Ly sunt expresii liniare sau neliniare care contin functiile necunos-
cute y;, © € 1,n. Relatiile (9.124) se pun in aceasi forma cu (9.123)

E)=0,iel,n—ni, E?=Loi(r0,%1,---,Yn)si €En—n1+1,n,
EiN+1 :LNi(x()ayla"' ayn)v 1€ 17”27 E'N+1 EO, { €n2+17n .

(2

(9.125)

Aga cum se va vedea in continuare, este convenabil ca cele ny conditii la limita
x = x si fie plasate in vectorul E° pentru ultimele valori ale indicelui i, iar cele
de la limita * = xx pentru primele valori ale indicelui i. Ecuatiile (9.123) se
liniarizeaza folosind o dezvoltare in serie Taylor pentru functiiile de mai multe
variabile E;’”l(y{", coym YTy ) pentru care vom folosi notatia
vectoriala, EmT(y™ ymtl)

Em+1 (Ym + 5ym7ym+1 + 5ym+1) o~ Em+1 (Y'm7 Ym+1)+
+ E?:1(8Em+1/ayi,m)5yi,m + 2?21(aEm+1/ayi,m+l)5yi,m+1 .
(9.126)
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Se obtine un sistem de ecuatii liniare de forma

" m " m OE™ OE™
DTy > im0y = =B, Ty = Gy Tt = gt
j=1 j=1 Yj Yj

(9.127)

Desi sistemul (9.127) este de reguld mare? se poate rezolva foarte eficient cu
metoda eliminarii gaussiene daca de tine cont de structura matricei sistemului
care contine elementele nenule grupate in blocuri de dimensiuni n x 2n. Relatia
(9.128) ilustreaza structura sistemului liniar pentrun = 3 §i N = 4, cu 2 conditii
la = xg, y1(z0) = Y10, Y2(x0) = Y20 si 0 conditie la z = zy, y1(zny) = y1n. Au
fost reprezentate numai elementele nenule. Pentru astfel de sisteme cu matrice
rare exista tehnici eficiente de optimizare a memoriei utilizate (vezi 5.1.11), cu
pretul unor calcule suplimentare.

Dupa cum am vazut la 8.2, metoda iterativa Newton converge rapid daca dis-
punem de un punct suficient de apropiat de solutie. Pentru obtinerea aproximatii
de start, se poate folosi o metoda pas cu pas cu care se integreaza ecuatiile
diferentiale cu conditiile la limita completate la unul din capetele intervalului,
la fel ca la metoda tirului. In unele cazuri avem de rezolvat de mai multe ori
acelagi sistem de ecuatii diferentiale care sufera mici modificari. In asemenea
cazuri, o solutie obtinutd poate fi folositd ca punct de start pentru calculele
urmatoare.

[x x x 1 99 [ EY ]
X X X i Ei
X X X X X X vs Ei
X X X X X X va Ei
X X X X X X y? E?
X X X X X X Y3 E2
X X X X X X x y3 - E?
X X X X X X v3 E}
X X X X X X vs E3
X X X X X X v3 E3
X X X X X X yd EN
i X X X | | y ] EYN |
(9.128)

9.6.3 Ecuatii diferentiale de ordin superior

Vom considera ecuatia diferentiala de forma

y(") =E(z,y,y,... ,y(”_l)) , (9.129)

4Spre exemplu pentru cinci functii necunoscute si o discretizare cu 200 de noduri avem
1000 de ecuatii cu 1000 de necunoscute.
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E fiind o functie care asigurd existenta solutiei pe un interval [a,b] C R.
Se observa ca ecuatia (9.129) poate fi transformata intr-un sistem de ecuatii
diferentiale de forma canonica (9.90), notand

n=y =y, =y =y (9.130)
In acest caz, functiile f; = (Ti,y1,Y2,--- »Yn) au expresiile
fi = Yi+1, (RS 17” - 17 fn = E(xayhyQa cee 7yn) (9131)

si deci problema se reduce la rezolvarea unui caz particular de sistem de ecuatii
diferentiale. Vom observa ca problema cu valori initiale revine la cunoasterea
functiei y si a derivatelor pana la ordinul n — 1 inclusiv in punctul x = zg.

9.7 Sisteme cu scari disparate

Sistemele de ecuatii diferentiale ordinare cu scari disparate provin de regula
din descrierea unor fenomene evolutive cu scari de timp diferite. De exemplu,
controlul automat al traiectoriei unei aeronave impune corectii rapide in cazul
unor abateri de la traiectoria programata. Un alt exemplu poate fi preluat in
cazul reactiilor chimice complexe cu o gama larga de valori pentru vitezele de
reactie. In astfel de situatii, conditiile de stabilitate ale metodelor de rezolvare
impun pasi de integrare exagerat de mici i care nu sunt justificati de vitezele
de variatie ale unor functii necunoscute.
Pentru exemplificare, vom considera sistemul

yp =998y1 + 1998y,  y1(0) =1,
L o~ Tottn, 00, (9.132)
cu solutia y; = 2e™% — 710002y — =7 4 1000z In cazul folosirii unei

metode explicite, termenul e 19997 din solutia exacta impune un pas de integrare
h < 1/1000 pentru asigurarea stabilitétii, chiar dacid e~1%99% devine complet
neglijabil iIn comparatie cu e~” imediat ce ne departam de origine. In astfel
de situatii, se recomanda folosirea unei formule implicite. In general, folosirea
unor formule implicite duce la conditii mult mai putin restrictive din punct de
vedere al stabilitatii. In cazul ecuatiilor diferentiale liniare, folosind o formula
implicita, se obtine o metoda neconditionat stabila.

Se pot folosi formulele de tip predictor-corector prezentate la 9.4. O dificul-
tate suplimentard o constituie in acest caz startul metodei, care trebuie facut
cu o metoda pas cu pas. Folosirea unei formule explicite ar duce la necesitatea
utilizérii unui pas foarte mic, astfel incat se recomanda folosirea unei formule
implicite. Spre exemplu, o formula implicita de ordinul Intai se scrie

Y = g (o g, ik e T (913)

obtinandu-se un sistem de ecuatii neliniare cu necunoscutele y;”“’ care se poate

liniariza dezvoltand in serie Taylor functiile de n + 1 variabile f;(z,41, ;")
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si pastrand numai termenii liniari

m maixm’m
(ijrl_yj)f( yk)

9.134
1 in (9134)

Yyt =y b | fi(Tman, YY)

n
j:
Obtinem astfel o metoda semi-implicita. Marimea pasului va fi impusa acum in
principal de precizie (care este de ordinul intai) si nu de stabilitatea metodei,
care este in general asigurata.

Pentru a obtine o metoda de ordinul al doilea, vom scrie

Yl =yl R (@, y™) A+ fi (@, v ] (9.135)

Liniarizand din nou obtinem

m+1 m h m m - m-+1 m 8f1(xm7le)
v =yt g [fil@m ) + fi(@man, i) + > Wt -y )T
j=1 J

Este posibila si obtinerea unor metode pas cu pas de ordine mai mari de 2 cu
pretul unor calcule laborioase, care nu intotdeauna sunt justificate daca folosim
o liniarizare de forma (9.134) sau celei de mai sus.

EXEMPLUL 1. Fie ecuatia diferentiald y” = 4kxy’ — (4k%z* +m? — 2k)y + erkzz,
y(0) = 1,9'(0) = m - a. Se cere solutia pe intervalul [0,1.6], pentru (a) a = 1,m =
15,k =1si (b)) a=13,m =1,k =0.

Rezolvare. Ecuatia are solutia y = [1 + asin(m x)]ekﬁ7 deci vom putea compara
rezultatele numerice cu cele exacte. In figura 9.3 sunt reprezentate functiile y(z) si
y9 (x) pentru k = 1. Rezultatele calculelor sunt date in tabelele 9.3 si 9.4, pentru (a),
respectiv (b). S-au folosit metodele Runge-Kutta-Gill, Adams si Milne cu pasii (a) h =
0.05, 0.02, 0.01, respectiv (b) h = 0.2, 0.1, 0.05. Pentru metodele predictor-corector
sunt date trei seturi de rezultate: P predictor, C'1 o singura corectie, C'2 doua corectii.
Valorile din tabele reprezinti erorile absolute calculate cu formula e = (§ — Yezact) $i
amplificate cu 10%, respectiv 10°. Pe ultima coloani este dat numirul de evaluiri ale
functiei panta F' pentru z = 1.6 care poate fi calculat cu relatiang = s-r+(N—r)(1+c),
unde s este ordinul metodei pas-cu-pas folosita pentru start, r este gradul polinomului
de interpolare folosit in formula multipas, N = (Zmax — Zmin)/h este numdarul de pasi,
iar ¢ este numarul de corectii efectuate cu formula corector.

Pentru cazul (a), pasul h = 0.05 se dovedeste a fi prea mare. Spre exemplu,
eroarea absolutd in z = 0.4 pentru metoda Runge-Kutta este —8.9 - 1072, Expresia
erorii pentru o metods de ordinul 4 este de forma ¢ = Ch®®® (&), unde C este o
constantd, iar ®(z) = f(z,y(z)) = y”(x). Pentru exemplul considerat avem

oW = yO(z) = [120 4 7202 +4802* +642°+ cos(15x)(8 313 300z — 525 600
198802+ sin(152)(—9 912 255 + 2 876 2202° — 53 5202 +6425)]e”

deci e(0.4) = C - (3-1077) - (6.8 - 10%) = 2.2C. Pentru acest pas metodele predictor-
corector dau rezultate foarte proaste. Pentru A = 0.01 gi x = 1.61, eroarea absoluta
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Figura 9.3: Graficele functiilor y, y(®.

este de ordinul 1072 la toate metodele folosite. Cresterea preciziei prin folosirea for-
mulelor implicite de tip corector nu este posibila deoarece pasul este Incd prea mare
(relatia (9.60)). Pentru h = 0.01 iese in evidentd superioritatea (din punct de vedere
al efortului de calcul) metodelor predictor-corector. Spre exemplu, folosind formulele
Milne cu 2 corectii, cu pretul a 484 evaluari ale functiilor panta, se obtine acelasi or-
din de precizie cu metoda Runge-Kutta care necesitd 640 evaluari, adicd cu 32% mai
mult, iar daca folosim o singura corectie, rezultate bune se obtin cu pretul a numai
326 evaluari, adica aproape de doua ori mai putine evaluari decat cu Runge-Kutta.

Pentru cazul (b), erorile absolute se mentin in limite normale (adici O(h%)) pentru
toate formulele aplicate. Derivata din expresia erorii absolute este ®® (z) = y(® () =
—13sin(x), astfel cd putem folosi pasi de integrare mai mari. In Tabelul 9.4 sunt
date si erorile absolute (multiplicate cu 10°) obtinute aplicand relatia (9.62), iar &
reprezintd valoarea corectiei din aceasta relatie, 6 = %(yﬁs)ﬂ - yf,’:)ﬂ). Dupé cum se
observa din relatiile (9.48) si (9.49) precizia formulei Adams-predictor este mai mare
decéat a formulei Milne-predictor, iar din relatiile (9.55) si (9.56) se poate vedea cum
formula Milne-corector este in general mai precisd decat Adams-corector. Fata de
cazul precedent, folosirea celei de-a doua corectii duce la rezultate mai exacte. Cele
mai bune rezultate le avem pentru h = 0.05 cu Milne folosind formula corector de doua
ori. Ordinul de precizie este acelasi cu cel dat de formula Runge-Kutta, dar cu un efort
de calcul cu aproximativ 30% mai mic, in timp ce folosirea unei singure corectii duce
la un efort de calcul cu 83% mai mic fatd de Runge-Kutta si rezultate acceptabile.
Metoda Runge-Kutta se dovedeste insa mai stabila in situatii “dificile” decat formulele
predictor-corector care sunt mai sensibile datorita extrapolarii din formula predictor si
a procedeului de tip “iteratie simpla” din formula corector a carei conditie suficienta
de convergentd este datd de (9.60). Aplicarea formulei (9.62) nu duce la rezultate
sensibil mai exacte, insd § reprezinta o informatie utila privind ordinul de méarime a
erorii absolute, in special in situatiile in care solutia nu are variatii puternice.

In tabelul 9.5 sunt datele referitoare la efortul de calcul necesar obtinerii unei
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Tabelul 9.3: a =1, m =15, k = 1, erori absolute x10*

Metoda |x:0.4|x:0.8|x:1.2|x:1.6|m’.F
h =0.05
RKG -89 -61 546 4750 128
Adams — P -197 -1656 -3441 1446 41
C1 -740 -2732 -5517 -1818 70
C2 -55 -1009 -6492 -34264 99
Milne — P 50 1089 -44215 | 452606 41
C1 -475 1344 -45857 | 533875 70
C2 -10 -156 -1311 -8149 99
h =0.02
RKG -3.6 -7.0 -3.55 66.9 320
Adams — P -9.65 -39 -160 -673 89
C1 -6.61 -42 -183 -772 166
C2 8.4 16 -4.2 =272 243
Milne — P -4.8 -16.3 -49 -157 89
C1 -3.5 -16.7 -74 -239 166
C2 1.7 5.1 4.2 -43 243
h =0.01
RKG -0.25 -0.54 -0.6 2.8 640
Adams — P | 0.028 -0.51 -4.8 -31 169
C1 0.210 -0.45 -5.2 -32 326
C2 0.640 1.8 1.4 -9.8 483
Milne — P -0.17 -0.42 -1.74 -8 169
C1 -0.02 -0.38 -2.18 -10 326
C2 0.13 0.34 0.46 -14 484

solutii aproximative cu precizie impusa. Pentru cazul (a) s-a impus o precizie relativa
de 1075, iar pentru cazul (b), o precizie absoluta de 1075, Pentru metodele pas cu pas,
Runge-Kutta (RK/), Kutta-Merson (KM) si Runge-Kutta-Fehlberg (RKF), s-a folosit
integrarea adaptiva descrisa la 9.2.4, in timp ce pentru formulele predictor-corector
Adams si Milne s-a integrat cu pas constant. Pentru primul caz, dintre metodele unipas
metoda Runge-Kutta s-a dovedit mai eficientd, in timp ce pentru cazul al doilea mai
eficientd este metoda Runge-Kutta-Fehlberg. Nu putem trage concluzii definitive pe
baza exemplelor considerate, pe de o parte pentru ca doar doua exemple reprezinta
prea putina informatie pentru a generaliza, iar pe de alta parte pentru ca, efortul de
calcul de la metodele adaptive depinde uneori si de o alegere “norocoasa” a pasului
de plecare, dacd micgorarea pasului se face prin Injumaétatire. Aplicarea relatiei (9.29)
este cu atat mai eficientd cu cat derivata &4 = y(ﬁ) are variatii cat mai mici. Aceeasi
observatiei este valabila gi in ceea ce priveste estimarea pasului optim de integrare dat
de (9.32), unde este esentiald folosirea unei valori pentru factorul de sigurantd de cel
mult 0.9.

Pentru cazul (b) ordinul metodelor igi spune cuvantul, efortul de calcul fiind sensibil
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egal pentru toate metodele folosite. Pentru cazul (a) rezultate mai bune se obtin
cu metodele multipas. Rezultatele mai bune ale formulei Milne le punem pe seama
preciziei superioare a formulei corector fata de formula corector Adams. Rezultatele
mai slabe date de formulele Runge-Kutta-Merson si Runge-Kutta-Fehlberg se datoresc
in principal aproximérilor ce intervin in estimarea erorii, vezi (9.36).

In concluzie, ori de cate ori timpul de calcul nu costituie o problema si nu avem
informatii suplimentare privind solutia unui sistem de ecuatii diferentiale, se reco-
manda metoda Runge-Kutta-Gill cu criteriul pasului dublu, ca fiind cea mai sigura
cale.

EXEMPLUL 2. Si se rezolve ecuatia diferentiald f' + f - f” = 0 cu conditiile la
limite pe intervalul [0, 00], f(0) = 0, f/(0) = 0, f'(c0) = 1. (Ecuatia este intalnita la
calculul stratului limita laminar incompresibil pe o placa plana. Este cunoscuta sub
denumirea de solutia lui Blasius).

Rezolvare. Se scrie sistemul de ecuatii diferentiale echivalent, folosind notatiile
y1 = f(x), y2 = f'(z), ys = f"(x). Sistemul obtinut este y1 = y2, 2 = ys, Y5 = —172
cu conditiile la limite y1(0) = y2(0) = 0, y3(co) = 1. Prin urmare avem de rezolvat
o problema bilocald. Un element suplimentar il constituie faptul ca intervalul pe care
se cautad solutia este infinit. In acest caz, putem proceda pe doud cdi: (a) se face
o schimbare de variabild independentd convenabild, care transforma intervalul [0, co)
intr-un interval finit (transformarea trebuie si fie o bijectie); (b) se porneste calculul
cu un anumit pas, urmarindu-se daca functiile y1, y2, y3 au tendinta sa se stabilizeze
dupd o anumitd distantd pe z. Parametrul problemei este y3(0) despre care se stie cd
este pozitiv (din considerente fizice).

S-a plecat cu valoarea y3(0) = 0.20, folosind un pas constant in « (h = 0.20) si
s-a integrat pand la x = 6. S-a obtinut y2(6) — 1 = —0.434162. Pentru y3(0) = 0.60
s-a obtinut y2(6) — 1 = 0.177466, prin urmare s-a realizat o schimbare de semn. In
continuare, s-a aplicat metoda coardei. Rezultatele iteratiilor dupa parametrul \ =
y3(0) si functia scop U(A) = y2(6,\) — 1 sunt date in tabelul 9.6. S-a folosit formula
Runge-Kutta de ordinul 4.

Criteriul de oprire a iteratiilor a fost |U(\)| < e. La iteratia a 4-a s-a realizat aceasta
conditie pentru e = 107%. Cu 3(0) = 0.469625 obtinut in aceastd a 4-a iteratie, s-au
calculat functiile y1, y2 si ys pentru diferite valori ale lui = (pasul h = 0.20), ale ciror
valori sunt date in tabelul 9.7.

Din tabelul 9.7 se observa variatia lentd a functiilor y2 si ys pentru x > 3, ceea ce
justificd oprirea calculului la = 6 (in loc de z — o00). Cresterea ugoars a functiei y2
peste valoarea 1 de la x = 5.4 la x = 6.0, sugereaza o eventuala necesitate de crestere
a preciziei. Astfel, s-a mai efectuat o iteratie (a cincea) pentru obtinerea unei valori
mai precise pentru A. Din tabelul 9.6 se obtine valoarea y3(0) = 0.469604 (¢ = 107°.
Cu aceastd valoare Imbun#tititd rezultd y2(5.6) = 0.9999926 si y2(6.0) = 1.000005,
precizie care poate fi considerata cu totul satisfacatoare.
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Tabelul 9.4: @ =13, m =1, k = 0, erori absolute x10°

Metoda |x:O.4|x=0.8|x:1.2|x:1.6|nr.F
h=0.2
RKG -67 -112 -106 -38 32
Adams — P -67 -112 -941 -190 17
C1 210 476 22
C2 54 52 27
Milne — P -900 -481 17
C1 13 139 22
extrapolare -18 118 22
1) -1 0.8 22
C2 -61 -42 27
h=0.1
RKG -4 -6 -6 -1 64
Adams — P -30 -5 13 25
C1 11 22 23 38
C2 7 10 2 51
Milne — P -4 -36 -20 -2 25
C1 0.4 5 7 38
extrapolare -0.9 4 7 38
1) -0.09 0.3 0.5 38
C2 -1 -0.2 -1.3 51
h =0.05
RKG -0.3 -0.4 -0.3 0.03 128
Adams — P -1 -0.1 0.6 0.7 41
C1 0.3 1 1 0.8 70
C2 0.3 0.8 0.8 0.03 99
Milne — P -1 -0.9 -0.3 0.1 41
C1 -0.03 0.2 0.3 0.3 70
extrapolare | -0.08 0.1 0.1 0.3 70
1) -0.01 0.01 0.02 0.02 70
C2 -0.05 0.08 0.09 -0.05 99

Tabelul 9.5: Numdérul de evaludri ale functiei panta

Metoda | RK4 | KM | RKF | Adams | Milne
(a) 1812 | 3800 | 3400 2142 1608
(b) 84 40 36 48 48
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Tabelul 9.6: Exemplul 2

Iter /\1 )\2 U()\l) U(/\Q)
0 0.20 | 0.600000 | -0.434162 0.177466
1 0.20 | 0.483939 | -0.434162 0.020252
2 0.20 | 0.471284 | -0.434162 0.002388
3 0.20 | 0.469800 | -0.434162 | 2.8267-10~%
4 0.20 | 0.469625 | -0.434162 | 3.3475-10~°
5 0.20 | 0.469604 | -0.434162 | 3.9646-10~6
Tabelul 9.7:  Functiile y1, y2, ys3

z Y1 Y2 Ys

0.0 0.0 0.0 0.469625

0.6 | 0.084392 | 0.280590 0.461758

1.2 | 0.333678 | 0.545273 0.410585

1.8 | 0.728912 | 0.761092 0.300455

2.4 | 1.231590 | 0.901101 0.167563

3.0 | 1.795654 | 0.969088 0.067715

3.6 | 2.385699 | 0.992919 0.019338

4.2 | 2.983684 | 0.998850 0.003870

4.8 | 3.583403 | 0.999893 0.000543

5.4 | 4.183392 | 1.000022 0.000054

6.0 | 1.783410 | 1.000034 | 3.7475-1076
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Capitolul 10

Ecuatii diferentiale cu
derivate partiale

Ecuatiile diferentiale cu derivate partiale (sau pe scurt, ecuatii cu derivate
partiale - EDP) sunt intalnite in mod inevitabil atunci cand se modeleaza feno-
mene reale, a caror complexitate implicd, in general, determinarea unor functii
de doua sau mai multe variabile independente. intr—adevér, o descriere mai
apropiata de realitate a fenomenelor care se desfiagoara in spatiu comporta cel
putin doua variabile independente, iar urmarirea desfagurarii lor poate necesita
introducerea unei noi variabile independente, timpul.

Diversitatea ecuatiilor si sistemelor de ecuatii diferentiale este extraordinara,
iar conditiile la limite si initiale (al caror rol este deosebit de important) nu fac
decat sa adauge noi cazuri gi tipuri de probleme de rezolvat. Nu este deci de
mirare c& in domeniul EDP (in special al ecuatiilor neliniare) teoria matematica
nu este suficient de elaborata. Din aceste motive, abordarea numerica, desi
capabila, In principiu, sa furnizeze date noi, nu poate fi iIn masura “sa tina
loc si de teorie”, recomandandu-se o extrema prudenta in validarea rezultatelor
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obtinute in cazurile neacoperite suficient de teorie. Reconfirmarea rezultatelor
obtinute pe diverse cai, suficient de distincte intre ele, este o metoda utila,
poate singura in anumite situatii extreme, dar trebuie luata cu titlu provizoriu,
testarea ulterioara ramanand deschisa.

Ecuatiile cu derivate partiale pot fi clasificate in functie de mai multe criterii;
dupa ordinul derivatelor partiale, se clasifica in ecuatii de ordinul intai, ordinul
al doilea, ordinul n; dupa caracterul de liniaritate se impart in ecuatii liniare,
cvasi-liniare gi neliniare; dupa tipul influentei domeniului de integrare asupra
solutiei intr-un punct, se Impart in ecuatii eliptice, parabolice si hiperbolic;
dupa forma conditiilor la limita intalnim probleme Dirichlet, Neuman si mixt.

In cele ce urmeaza, vom aborda unele tipuri de EDP mai uzuale, cu conditii
initiale si la limite pentru care teoria asigura existenta si unicitatea solutiilor.

10.1 Ecuatii cu derivate partiale de ordinul I
Ecuatia cu derivate partiale de ordinul intai se scrie sub forma

n P
ZAi(xlw" 7xn,u)%:B((E1,... 71'7”“) ) (101)
i=1 :

in care u este functia necunoscutd, x;, i € 1,n variabilele independente, iar
functiile A;, 7 € 1,n si B depind cel mult de functia u (nu si de derivatele
partiale du/0z;). Dacd A; si B nu depind de functia u ecuatia se numesgte
liniara; daca B = 0, ecuatia se numegte omogend.
Rezolvarea ecuatiei cu derivate partiale (10.1) se reduce la rezolvarea unui
sistem de ecuatii diferentiale ordinare numit sistem caracteristic
dzy dz, du

=...= == . ]. .2
Ap(x1,. .. Ty, 1) Ap(xy,. .. yxp,u)  B(xy,...,2n,u) (102)

Solutia ecuatiei (10.1) este o suprafati n—dimensionald intr-un domeniu Q"1 C
R"H, de forma F(xy,... ,2,,u) = 0sauu = f(x1,... ,x,) care verificd ecuatia
(10.1) si anumite conditii de selectie. Problema este studiatd complet pentru
cazul cand suprafata integrald n—dimensionald trece printr-o suprafatd (n —
1)—dimensionald I'" data in domeniul (n 4+ 1)—dimensional (problem& Cauchy).
Suprafata I" poate fi data sub forma intersectiei a doua suprafete n—dimensionale

Fi(z1,... ,xp,u) =0
Fy(xy,... ,zp,u) =0 } () - (10.3)

In principiu, solutia generald a sistemului de ecuatii diferentiale (10.2), sis-
tem de ordinul n, depinde de n constante arbitrare C;, i € 1,n si se poate scrie
sub forma

0i(Z1,...yxp,u) =Ci i€ 1,n. (10.4)
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Functiile ¢;(z1,... ,2Zn,u) sunt determinate de forma sistemului caracteristic.
Suprafetele ¢; = C; se numesc suprafete caracteristice, iar intersectiile lor de-
pinzand de un singur parametru, se numesc linii caracteristice.

Conditiile (10.3), impreuna cu (10.4) formeaza un sistem de n+2 ecuatii din
care, In principiu, prin exprimarea celor n + 1 variabile x1,... ,x,,u In functie
de C;, i € 1,n si introducerea lor in a (n + 2)-a ecuatie ramasi, se obtine o
relatie intre parametrii C;, sub forma

O(Cy,...,CL)=0 (10.5)
care, prin (10.4), da tocmai solutia F(z1,... ,Z,,u) = 0 a problemei
D(Ch,...,Cn) =P(p1,... ,0n) = F(z1,... ,2n,u) =0. (10.6)

In calculul numeric, solutia se cautd intr-un anumit volum (n+1)—dimensional
Q"+ care contine suprafata I' dati de (10.3). Se alege o diviziune convenabild a
suprafetei I'. Valorile in noduri (xglf)), - ,x%),u(()k)) el k=1,2,... ,N, sunt
sunt liniile de cAmp ale vectorului de componente (A;, i € 1,n, B). Se obtin N
linii de camp ale suprafetei integrale.

Dacd B = 0 (ecuatie omogend), sistemul (10.2) se simplifici deoarece o inte-
grala prima este u = const. Raméane de rezolvat sistemul de ecuatii diferentiale

dxq _ dxy,

e , 10.7
Al(xlv"' 71',,“’11,0) An(x17"' ,IL'n,’LL()) ( )

up fiind data de conditia initiala (10.3). Din (10.7) se obtin liniile de camp ale
unui vector de componente A;, i € 1,n pe care u = const.

Scheme explicite.

O prima etapa in rezolvarea numerica a unei ecuatii cu derivate partiale o con-
stituie discretizarea, care consta pe de o parte in idivizarea domeniului cu aju-
torul unei retele de calcul, iar pe de alta parte in inlocuirea ecuatiei cu derivate
partiale cu o ecuatie mai simpla. Exista mai multe metode pentru inlocuirea
ecuatiei cu derivate partiale: metode cu diferente finite, metode cu volume fi-
nite, metode cu elemente finite, metode spectrale. In acest capitol, vom prezenta
elementele de baza pentru rezolvarea numerica a ecuatiilor cu derivate partiale
folosind metode cu diferente finite.
Consideram ecuatia unidimensionald a propagarii undelor

5 tag- =0.cef01] te0.1], (10.8)

unde a este o constantd pozitivi. Am folosit notatia ul* = u(z;,t,). Pentru a

u(z,0) = f(z) . (10.9)
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Figura 10.1: Reteaua de calcul pentru ecuatia (10.8).

In multe cazuri sunt date si conditii la limita
u(0,t) = go(t), u(l,t) = q1(t) , (10.10)

functiile f, go si ¢1 fiilnd date. Pentru a rezolva numeric ecuatia (10.8), se
imparte domeniul dreptunghiular de dimensiuni 1 gi T cu ajutorul unei retele
cu pasi egali, pentru simplitate, h pe directia Oz si k pe directia Ot, ca in figura
10.1. Una din modalitatile de a obtine o ecuatie cu diferente finite este de a
folosi dezvoltarea in serie Taylor a functiei u(z,t) in jurul punctului (a;,t,)

ou(x;, ty)

U(:L'ifl, tn) = u(sci, tn) —h B + O(hQ)a (1011)
i
w(Tiytny1) = ulxg,ty) + kw +O(k%) ,

unde z; = ih, i € 0,1, t, =nk, n €0, N, h=1/I, k=T/N. Rezulti

Ou(zi,ty)  Oul”™  wl —ul, oul"  wultt —
_ = — = B O h - == £t O k .
Bz 9z, o oW P TOW
(10.12)
Neglijand termenii O(k) si O(h), rezulta ecuatia in diferente finite
ot =0 fe(of, —v), i€ 1,1, n€ 0, N, (10.13)

unde cu v} s-a notat valoarea aproximativd a functiei u(ih,nk), iar ¢ = ak/h
este cunoscut sub denumirea de numdr Courant'. Relatia (10.13) este o schema
ezplicita cu diferente finite, deoarece valorile v?“ se determina direct, folosind
numai valorile vj' de la momentul de timp anterior. Valorile v}’ sunt aproxi-
mative deoarece din dezvoltarile (10.11) am folosit numai termenii de ordinul
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Figura 10.2: Rezultate obtinute cu schema explicitd (10.13).

intai. Spunem ca formulele (10.12) au ordinul intai de precizie. Observam cum

pentru ¢ = 1 se obtine solutia exacta vf“ = .
EXEMPLU. Vom rezolva ecuatia
Oou  Ou
—+—=0 10.14
ot oz ’ ( )
cu conditiile initiale si la limita
w(@,0) =0, 0<z <1, u(0,t)=1,t>0. (10.15)

La momentul initial de timp ¢ = 0 functia necunoscutd u este nuld pentru toate
valorile « din domeniul de calcul, mai putin valoarea = 0 unde exista o perturbatie
u = 1. Aceastd perturbatie se va propaga in timp si spatiu. Rezultatele obtinute
cu schema explicita (10.13) sunt date in figura 10.2. Se observa diferente mari intre
rezultatele obtinte cu retele diferite. Degi ar fi fost de asteptat ca cele mai bune
rezultate s fie obtinute pentru k£ = 0.01, acestea se obtin pentru h = 0.1 (k/h = 1).
Rezultate slabe sunt obtinute pentru £ = 0.1, h = 0.01, care diferd mult de cele
obtinute cu k = 0.1, h = 0.1. Desi pasul mai mic h = 0.01 pe directia Oz insemna
0 aproximare mai buna a derivatei spatiale gi ne-ar indreptati s speram la rezultate
mai bune, acest lucru nu se intdmpla, ba din contra, rezultatele nu mai au nici o
semnificatie fizicd. Asa cum vom vedea mai departe, acest lucru se datoreste faptului
c& schema (10.13) este instabild pentru valori k/h > 1.

Dupa cum am vazut din exemplul precedent, folosirea unei retele foarte
fine (altfel spus, norma retelei este foarte micd) nu este intotdeauna suficienta.

!Dupa matematicianul Richard Courant (1988-1972) care a avut o contributie importants
in domeniul metodelor numerice pentru rezolvarea ecuatiilor neliniare cu derivate partiale.
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Reteaua de calcul trebuie de multe ori sa indeplineasca anumite conditii pentru
ca o schema cu diferente finite sa fie convergenta.

Definitie. O metoda cu diferente finite este convergentd, daca solutia obtinuta
cu ajutorul ecuatiei cu diferente converge catre solutia exacta atunci cand
norma retelei tinde la zero.

Tinand cont de (10.2), caracteristicile ecuatiei (10.8) sunt date de
dt =dz/a , (10.16)

adicd drepte de pantd dt/dx = 1/a. Conditia de convergenta pentru schema
explicitd (10.13) este este datd de criteriul CFL (Courant-Friederichs-Lewy)
care impune ca domeniul de influentd numericd sa includa domeniul de influentd
fizica (fig.10.1; vezi si 10.2.3, fig.10.15). Domeniul de influentd a punctului B
este format din totalitatea punctelor care primesc informatie din B. Domeniul
de influentd fizica este marginit la dreapta de BD, in timp ce domeniul de
influentd numerica este marginit la dreapta de BA. Schema explicita (10.13)
este convergenta deci daca reteaua indeplinegte conditia

0<c=ak/h<1. (10.17)

Daca conditia (10.17) nu este indeplinita, schema (10.13) nu este convergenta
deoarece nu este stabild (vezi par. 43).

Daca pentru aproximarea derivatei spatiale in locul diferentei la stanga
(10.12) folosim diferente la dreapta

oul™  wily —uj ou|™ -
oo ekl T h), —| = *+—1* k 10.1
7). T+ 0, ot |, — +O0k), (10.18)
obtinem
o =l (ol — o) (10.19)

Utilizand schema (10.19) pentru rezolvarea ecuatiei (10.14), valorile v/

;| pentru
toate momentele de timp ramén egale cu valorile initiale v, deoarece schema
(10.19) nu permite propagarea informatiei de la stinga la dreapta, ci numai de
la dreapta la stdnga. Schema (10.19) ar putea fi folosita in cazul ¢ < 0, caz In
care schema (10.12) nu mai este adecvata.

Putem incerca o aproximare mai buna pentru derivata spatiald folosind di-

ferente centrate

oul™  uly —uiy 2
oz, 57 +O(h?) (10.20)
obtinandu-se

vt =0l (e/2) (vl — vl (10.21)

?



10.1. Fcuatii cu derivate partiale de ordinul I 269

Figura 10.3: Rezultate obtinute pentru ecuatia (10.14), cu schemele explicite (10.21)
si (10.22) pentru t = 0.5.

schema care este instabila pentru orice valoare a numarului Courant c. Ob-
servam cum un ordin mai mare in aprorimarea derivatelor partiale, nu inseamnd
neaparat precizie mai bund.

O schema explicita des intalnitd este schema Lax- Wendroff data de

oM = (1= Al — (1 -l + 1+, (10.22)

care are ordinul de precizie O(h?). Pentru ¢ = 1 se obtine solutia exacti vt =
vl 4, la fel ca la schema (10.13).

EXEMPLU. In figura (10.3) sunt date rezultatele obtinute la momentul de timp
t = 0.5 pentru ecuatia (10.14) rezolvatd cu schemele explicite (10.21) si (10.22). Re-
zultatele obtinute cu schema (10.21) sunt proaste chiar gi pentru h = k = 0.05, in timp
ce rezultate foarte bune se obtin cu schema (10.22) pentru h = k = 0.05, acceptabile
pentru h = 0.05,k = 0.01, si proaste pentru h = 0.05, £ = 0.1 deoarece schema este
instabila.

Scheme implicite.

Convergenta conditionata este o caracteristica a schemelor explicite i impune
adeseori pasi de timp foarte mici. Pentru a evita acest neajuns, se folosesc
schemele implicite, in care derivatele spatiale se aproximeaza folosind valorile
aproximative v; nu la momentul n, ci la momentul n + 1,

au n+1 un+1 _ un-&-l

el — i+1 7
i A e OF (10.23)
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Figura 10.4: Rezultate obtinute pentru ecuatia (10.14), cu schemele implicite (10.24)
si (10.25) pentru t = 0.5.

Se obtin ecuatiile cu diferente finite

Pt = (P o) /(1 +c), i=1,2,... . (10.24)

Schema (10.24) este neconditionat convergenta.
O alta schema implicita este cea atribuita lui Wendroff, data de relatia

vt = ol 4 1) — vy, (10.25)

care este de asemenea neconditionat convergenta.

EXEMPLU. In figura (10.4) sunt date rezultatele obtinute la momentul de timp ¢ =
0.5 pentru ecuatia (10.14) rezolvata cu schemele implicite (10.24) si (10.25). Améandoud
schemele sunt convergente pentru toate valorile h si k. Rezultate foarte bune s-au
obtinut cu schema (10.25) pentru h = k = 0.05 si acceptabile in rest.

10.2 Ecuatii cu derivate partiale de ordinul II

Vom considera ecuatia cu derivate partiale de ordinul doi cvasiliniara de forma

ZA +ZB +o_o (10.26)

cu A;, B;, C = f(x1,... ,xn,u). Forma (10.26) nu contine derivate mixte (este
o formd canonicd) si se poate obtine prin schimbéri de variabile adecvate, dupa
cum se va putea vedea in continuare. Ecuatia (10.26) este de tip
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(a) eliptic, daca toti coeficientii A;(x1,. .., Ty, u), i € 1,n au acelasi semn;

(b) parabolic, daca exista un indice j astfel incat A; = 0, A; # 0(i # j) si
B; # 0;

(¢) hiperbolic, daca toti coeficientii A; au acelagi semn, cu exceptia unuia care
are semn opus.

Aceasta clasificare este importanta, deoarece este legatd de modul in care
un punct din domeniu este influentat de (comunica cu) punctele din vecinitate.

In cazul ecuatiei de tip eliptic, punct este influentat de toate punctele din
orice vecinatate (disc, buld) a lui. Un exemplu tipic de ecuatie de tip eliptic,
este ecuatia lui Laplace

Ou  Pu

Au= ——
“ 8$2+8y2+8z2

(10.27)
Datorita influentei reciproce o problema de tip eliptic nu se poate rezolva nu-
meric decat simultan pentru toate punctele din domeniu. Conditiile la limita in
acest caz se impun pe frontiere inchise.

In cazul ecuatiei de tip parabolic exista posibilitatea unui marg in calculul
numeric, in directia z; pentru care A; = 0. Ecuatia se scrie sub forma

ou ou O%u
B Flay, . a2 Y
(@1, Ox;” Ox?

J al‘j )a (S ]w—na Z7£j ) (1028)

iar problema se rezolva simultan numai pentru punctele situate pe suprafetele
x; = const, nu pentru toate nodurile din domeniu, ceea ce simplifica esential
calculul. Problemele cu ecuatii de tip parabolic sunt comparativ mai simple
(la acelagi numar de variabile) decat cele cu ecuatii de tip eliptic. Exemplu
tipic de ecuatie de tip parabolic, este ecuatia de transmitere a caldurii in regim
nestationar
2 2
% = @ + @ ) (10.29)
ot 0r2  0y?

t fiind timpul. Ecuatia (10.29) in trei variabile independente (x,y, t) este, in ge-
neral, mai ugor de rezolvat numeric decét ecuatia (10.27) in variabilele (x,y, 2).
In cazul ecuatiei de tip hiperbolic, exista puncte care nu se pot influenta
reciproc. Un exemplu 1l reprezintd miscarile supersonice, unde perturbatiile
mici sunt limitate la interiorul unui con, denumit con Mach. Prin urmare, in
rezolvarea numerica trebuie evitatd comunicarea numerica a nodurilor care nu
comunica fizic intre ele. Un exemplu tipic de ecuatie de tip hiperbolic este

ecuatia undelor

2 2
9u = 0,2@ , (10.30)
ot? Ox?

a fiind viteza de propagare a undei (a = const). In cazul ecuatiilor hiperbolice
exista mai multe direc{ii caracteristice distincte de-a lungul carora se poate
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Figura 10.5: Domeniul de calcul.

avansa plecand de la o stare initiala. Problemele pot include insa, pe langa

Pentru exemplificare consideram ecuatia
AUzg + bUgy +Ccuyy = (10.31)

unde u, = Ou/0z, uy = Ou/Oy, Uy = 0*u/02?, Uy = 0%*u/0xdy, Uy, =
0%u/0y?, iar a, b, c si f sunt functii de =, y si u. Se cunosc valorile functiei
u si ale derivatelor u, si u, pe curba I' si sub aceasta (figura 10.5). Se pune
problema daca aceste valori cunoscute sunt suficiente pentru a putea determina
valorile derivatelor de ordinul al doilea, tzz, Uzy §i Uyy. Vom scrie

d(ug) = Upgdx + Ugydy

10.32
d(uy) = Uypdz + uy,dy . (10.32)
Ecuatiile (10.31) si (10.32) formeaza sistemul
a b ¢ Uge f
de dy O Ugy | = | dug) | - (10.33)
0 dr dy Uyy d(uy)

Solutia sistemului (10.33) existad si este unicd dacd determinantul matricei sis-
temului este nenul, adica

a(dy)? — bdz dy + c(dx)* #0 . (10.34)

Daca curba I' are panta m = dy/dx astfel incat am? — bm + ¢ = 0, atunci
sistemul (10.33) este nedeterminat, necunoscutele ugg, Uzy, Uy, neputand fi
determinate In mod unic.

Ecuatia (10.34) poate avea:
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(a) doud radicini reale distincte, my # ma, dacd b2 —4ac > 0; in acest caz
ecuatia este de tip hiperbolic;

(b) doud radicini reale confundate, m; = ma, dacd b> —4ac = 0; ecuatia este
de tip parabolic;

(c) doui radicini complex conjugate, daca b? — 4ac < 0; ecuatia este de tip
eliptic.

Nedeterminarea care se obtine in cazul in care I' este o curba caracteristica a
unei ecuatii de tip hiperbolic sugereaza ideea ca este posibil ca pe aceasta curba
ecuatia (10.31) sd poata fi inlocuitd cu o ecuatie mai simpld. Dupd cum vom
vedea la 10.2.4, ecuatia cu derivate partiale de ordinul al doilea se poate inlocui
pe o curba caracteristica cu o ecuatie diferentiala ordinara, mult mai simplu de
rezolvat numeric.

10.2.1 Ecuatii cu derivate partiale de tip parabolic

Vom considera cea mai simpla ecuatie de tip parabolic sub forma

2
Ou _ 07u (10.35)
ot Ox?
Ecuatia (10.35) este un caz particular al ecuatiei (10.31), cuy =t,a=1,b=0,
c=0, f =0. Avem b — 4ac = 0, deci ecuatia este de tip parabolic.

EXEMPLU. Ecuatia (10.35) se intalneste in transmiterea cdldurii in regim nesta-
tionar. Absenta constantelor fizice in (10.35) se explicd prin faptul cd s-au introdus
variabile adimensionalizate: wu, temperatura adimensionalizata, ¢, = timpul si coor-
donata spatiald, de asemenea adimensionalizate. Transferul caldurii printr-o bara in
care una din dimensiuni este mult mai mare decat celelelalte doua si deci fenomenul
se poate considera unidimensional, in regim nestationar, este descris de ecuatia

pep 0T _ O°T

unde p este densitatea materialului in kg/m?, ¢, cildura specifici in j/kg - K, iar A
este conductivitatea termica, j/m - grad. Ecuatia (10.36) are conditiile initiale si la
limite

T(z,0) = F(z), z € [0, L]

T(0,t) = Go(t), T(L,t) = G1(t), t >0 . (10.37)

Din punct de vedere fizic, F(z) reprezintd distributia de temperaturd intr-o bard de
lungime L, la momentul initial ¢ = 0, iar Go(t) si G1(t) temperaturile la care se mentin
capetele barei, spre exemplu, ca urmare a contactului cu mediul ambiant sau cu alte
corpuri. In locul temperaturii date, se poate impune fluxul de temperatura, adica
derivata 0T /0z, de reguld nul. Functiile Go si G1 sunt, in cazul general, functii de
timp, In timp ce functia F(z) este in general functie de coordonata spatiald z. Vom
lua In considerare pentru simplitate in cele ce urmeaza cazul in care functiile Go si G1
sunt constante, Go = Top, G1 = T1.
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Se introduc coordonata adimensionalizata Z si temperaturatura adimensionalizata
u prin relatiile
T=z/L,u=(T-T)/(To —Th) . (10.38)
Ecuatia (10.36) devine
pep p20u _ OPu
A ot~ 0z2’
Variabila adimensionalizatd pentru timp este sugerata de coeficientul derivatei du/0t .

Folosirea unei variabile adimensionale pentru timp este posibild numai dacd pcy/\ =
const.

(10.39)

f=t/[(pcp/N)L?] . (10.40)

Adimensionalizarea este recomandata deoarece conduce in general la reducerea numa-
rului de parametrii, iar valorile variabilelor dependente si a functiilor necunoscute au
acelagi ordin de marime.
Se obtine in final ecuatia (10.35). In continuare renuntim la notatia cu bari
pentru variabilele adimensionalizate.
Ecuatia (10.35) se rezolva pentru urmatoarele conditii:

(a) conditii initiale (t = 0)
u(z,0) = f(z),  €[0,1] ; (10.41)

(b) conditii la limite (x =0; © = 1)
u(0,t) = go(t), u(l,t) =g1(t), t >0 . (10.42)

In relatiile (10.41) si (10.42), f(z), go(t) si ¢1(t) sunt functii date.

Metoda de rezolvare numerica consta in impartirea domeniului dreptunghiu-
lar (figura 10.6) de dimensiuni 1 gi 7' (durata pe care urmérim desfigurarea
fenomenului) in subdiviziuni prin noduri cu pasi egali?, h in directia = si k in
directia t

h=1/I, k=T/N , (10.43)

I si N fiind intregi suficient de mari. Un nod oarecare de coordonate (ih, nk)
va fi notat cu doi indici (i,n), ¢ € 0,1, n € 0, N. Pentru variabila timp vom
utiliza indici superiori.

Ecuatia (10.35) se va scrie in noduri, aproximind derivatele partiale cu
diferente finite. Aceastd operatie se numeste discretizare (cu diferente finite)
deoarece valorile functiei se vor calcula doar in noduri, adicd pe o multime
discreta de puncte.

Deoarece calculul numeric ne va furniza doar valori aproximative pentru
functia u, vom scrie

u=v+w, (10.44)

v reprezentand valorile aproximative ale functiei u, iar w eroarea.

2Folosirea diviziunilor echidistante duce la simplificarea relatiilor ulterioare, nefiind obli-
gatorie.
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Figura 10.6: Discretizarea ecuatiilor parabolice.

Scheme explicite.

Aproximand derivatele partiale cu diferente finite sub forma?
(0™ = o)k = (vjLy — 20} + v} y) /B2 (10.45)

se obtine o expresie explicitd pentru valoarea functiei la momentul de timp n+1
in functie de valorile la momentul anterior n

o T = Ao+ (1= 200 + Mol (10.46)

unde am notat cu A parametrul retelei
A=Fk/h%. (10.47)
n+1

Se observa ca pentru calculul valorii v;'"" sunt necesare trei valori la momen-
tul n: v} ¢, vj* §i vjY ;. Pentru n = 0, aceste valori sunt cunoscute din conditiile

initiale i la limite. Intr-adevir, din (10.46), (10.41) si (10.42) se obtine

Ul-lz/\fi_1+(1—2/\)fi+)\fi+1, 1el, -1 (10 48)
vo = go(k); vi = g1(k); vf = f(z:). '

In acest fel, calculul poate continua pas cu pas in directia axei timpului.
Relatia (10.46) este explicitd deoarece sistemul de I 4+ 1 ecuatii care se obtine
pentru ¢ € 0, I este practic rezolvat. Raméane de studiat problema convergentei
metodei explicite (definitia convergentei a fost data la 41).

In cazul de fata, trebuie studiatd comportarea solutiei datd de schema ex-
plicitd (10.45) sau (10.46) cu conditiile la limite si initiale (10.48).

3 Aproximarea se face cu ajutorul dezvoltirii in serie Taylor, dupé cum se va vedea in
continuare cand se va analiza convergenta schemei.
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Intr-un punct oarecare (ih,nk), ecuatia exactd (10.35) se scrie
(Ou/ot)? = (0%u/02*)} . (10.49)

Derivatele partiale din (10.49) se vor exprima cu ajutorul dezvoltarilor in serie
Taylor ale valorilor functiei u(z,t) in puncte vecine. Astfel,

ulyy = uf £ h(9uf0z)} + 1 (9%u/02) £ 1 (8%u/92®)] +

s no 25 n (10.50)
+g—4 (84u/8x4)i + Ih% (85u/8x5)i +O(h%) ,
ul =l 4k (Qu/08)] + B (9%u/0t?)! + O(K?) | (10.51)
de unde rezulta
(Ou/ot)! = it —ul) — 5 (0%u/0t?) + O(k?) (1052)

2
(82u/8m2): =Ll —2ul +upy,) - L (84u/8x4): +O(hY) .
S-a presupus ca derivatele partiale ale functiei v In raport cu variabilele ¢, x
sunt definite pand la ordinele necesare. Cu ajutorul relatiilor (10.52), ecuatia
(10.49) conduce la sistemul

ulth =l (L2 )ul M 42, i€ LT -1, ne0,N.  (10.53)

7

Fata de ecuatiile (10.46) pentru valorile aproximative in noduri v, sistemul
(10.53) pentru valorile exacte u!* contine reziduul z}* avand expresia

20k = (k/2)(0%u/0t)? — (h?/12)(0*u/0z™)? + O(k?) + O(h*) . (10.54)
Scazand relatiile (10.53) i (10.46), se obtine pentru eroarea w definitd de (10.44)

Wt = Aw 4 (1= 20)w] + Awly g + 27 . (10.55)

K2

Conditia de convergenta a schemei cu diferente, se poate formula sub forma
w — 0, cand I, N — oo . (10.56)

Pentru a stabili in ce conditii se realizeaza (10.56), vom urmari comportarea
modulelor erorilor maxime. Din (10.56) se obtine pentru A > 0

[wi T < N w1 = 2M] W] + A wl |+ 28] (10.57)

Notam cu w™ = max|w}|. Inegalitatea (10.57) fiind adevirata pentru orice i,
K2

este adevarata si pentru acel iy, care realizeaza maximul modulului; valoarea
acestul imax fiind necunoscutd, o vom nota tot cu i. In acest fel, din (10.57) se
obtine succesiv

W< Mty [ 4 1= 22w [+ Aty [+ 1271
w < (22 + |1 = 2\))w™ + 2", unde 2" = max |27 . (10.58)
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Pentru ca eroarea w™ sa nu creasca de la un moment de timp n la momentul
urmator n + 1, este necesar si suficient ca

AH[I—2)<1=0<A<1/2. (10.59)
Cu conditia (10.59), se obtine
w'tl <w" 42", nel0,N . (10.60)

Sumand egalitatea (10.60) termen cu termen de la 0 la N — 1, si efectuénd
reducerile, rezulta

N—-1
w" <wot Y 2" < wo + Nemax = wo + TZ““% , (10.61)

n=0

unde wq reprezinta eroarea la momentul initial ¢ = 0, iar 2. = max 2”. Deo-
n

arece problema se rezolva pentru conditiile initiale gi la limite impuse, eroarea
wy este nuld (wy = 0); in orice caz, chiar dacd in conditiile impuse sunt erori,
acestea nu se datoreaza metodei.

Cu aceastd observatie si tindnd cont de (10.54), se obtine

lim w" <0, w" — 0, cand N — oo , (10.62)

N—o0
adicd metoda explicita cu diferente finite converge, cu conditia (10.59). Con-
vergenta conditionatd este o situatie general intalnita la metodele explicite si
conduce la cregterea volumului de calcul pentru obtinerea unei precizii cores-
punzatoare. Spre exemplu, pentru h = 0.01, sunt necesari cel putin 5000 de
pasi pentru T =1 (k < 5-1079). In acelasi timp, este interesant de observat
ca, pentru k fixat, micgorarea pasului h dupéa directia x, poate duce la rezutate
eronate daca nu se respecta conditia A < 1/2.

Urmaérind (figura 10.6), vom Incerca si ddm o explicatie calitativa a fenome-
nului de convergentd conditionata pentru schemele explicite. Astfel, cunoscand
valorile functiei u pe linia AB, se pot calcula valorile aproximative v]* pen-
tru punctele din interiorul triunghiului ABP, fard a utiliza valorile impuse de
conditiile la limite. Altfel spus, punctul P primeste influenta (in procesul nu-
meric de calcul) numai de la punctele din interiorul triunghiului ABP, fapt ce
ar corespunde fizic unei ecuatii de tip hiperbolic gi nu parabolic. O schema cu
diferente 100% parabolicd ar trebui s nu poata determina valoarea functiei u
intr-un punct de pe linia C'D fara ca valorile din punctele C' gi D sa fie luate in
calcul. O astfel de comportare o au schemele implicite care vor fi prezentate in
continuare.

Un aspect interesant al schemelor cu diferente finite il constituie schemele
optimale. Acestea constau in alegerea parametrului retelei A astfel incat eroarea
de trunchiere sa fie cat mai mica. Pentru exemplificare, vom considera schema
explicita (10.46),

ul = Al (1= 20l + My + 2 (10.63)

7
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cu eroarea de trunchiere z!* datd de relatia (10.54). Pentru ecuatia caldurii
(10.35) se aratd usor ca 9%u/0t? = 0*u/dx*, astfel incat din (10.54) se vede
usor c& pentru k = h%/6, adici A\ = 1/6, eroarea de trunchiere devine

2 = O(k* + kh*) = O(k3) = O(h") , (10.64)
adica s-a cagtigat un ordin de precizie numai prin alegerea adecvata a retelei
de calcul. Acest castig nu este insa atat de spectaculos, deoarece egalitatea
0?u/0t? = 9*u/Ox* este adevirata pentru ecuatia Ou/dt = 0%u/dz* cu conditia
ca derivatele respective sa fie evaluate exact. Ori, folosind diferente finite,
aceasta egalitate este verificata aproximativ, in functie de ordinul aproximarii
gi de pasul retelei. Relatia (10.54) se scrie pentru A = 1/6 in forma

2 = kh?/2[(0%u/0t?)! — (0*u/0x*)!] + O(K® + kh*) | (10.65)

unde diferenta (0%u/0t?)" — (9*u/0x*)? nu este strict egald cu zero.

Scheme implicite.

Revenind la ecuatia (10.35), vom utiliza aceeasi retea de puncte, cu deosebirea
ca, fata de schema explicitd (10.45), in membrul drept vom introduce valorile
functiei aproximante v la momentul n + 1. Se scrie deci

(Wt — o) [k = (0P — 20T o /R i€ LT -1, ne0,N . (10.66)
Sistemul de ecuatii (10.66) nu mai este explicit, ci reprezinta un sistem de ecuatii
liniare cu matrice tridiagonald, care furnizeaza valorile functiei in noduri, la
momentul de timp n + 1

M — (20 = o i e LT -1, ne0,N.  (10.67)

Sistemul de ecuatii (10.67) se rezolva in mod repetat, pentru momente de timp
succesive. Spre exemplu, pentru n = 0, se obtine sistemul

Av = pO (10.68)
)T

cuvM = (v}l ... 0t )T,z =ih,

b = —(f(w1) + Ago(k), f(w2), .., f(z1-2), f(xr-1) + Agr (k)" ,  (10.69)

—(1+2)) A 0 0
A —(1+2)) A 0
A= 0 A 0 . (10.70)
. \
0 0 A —(1+2))
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Se observa ca matricea sistemului A € Mj_; depinde numai de parametrul
retelei A. Pentru rezolvarea sistemului liniar (10.68) se poate folosi metoda
directa descrisa la 1.1.2, care tine cont de forma tridiagonald a matricei A.
Tindnd cont de particularititile sistemului (10.70), algoritmul de rezolvare a
ecuatiei caldurii folosind schema implicita (10.66) se poate scrie formal dupa
cum urmeaza:

Date : conditiile initiale f(z); conditiile la limitd go(¢); g1(¢), hy A\, T

12
Ak . Rezolva sistemul Lz = b
Factorizare A=L- R [
(1424 i—oi(l-9)
1 =2: (I - 1) [ZZ - —’U;;n . lizifl)
b= Afric zr_q — —vl — Attt
ri— 11— LA -1 i—1 I
H 00: I . Rezolva sistemul Rv = z
[Ui — f(lh) Un+1 — z /,,,
=0:(T/k) -1 I-1/71-1
" —(I-2):1
v = go((n+ 1)k) " (n+1 ) Aot
U ga((n + D) i = (= A

(10.71)

Deoarece matricea este diagonal dominanta (1 + 2\ > 2)), sistemul poate
fi rezolvat si prin metode iterative (s.e. prin metoda Gauss-Seidel). Valorile
functiei la momentul n = 1, v(*), sunt utilizate pentru calculul valorilor v de
la momentul n = 2, g.a.m.d. Schema implicita (10.67) converge neconditionat
(se va demonstra mai jos), adicd indiferent de valorile parametrului retelei A.
Aceasta independenta a convergentei de parametrul retelei este o proprietate
comuna a schemelor implicite.

Precizia schemelor implicite se poate imbunatéati folosind combinatii ale va-
lorilor functiei luate la momentele n gi n+ 1. Notéand cu 6 € (0,1) un coeficient-
pondere, se scrie

(0 =)k = (1= 0) (g — 20} + viy) + 00T — 207 o] /h?
(10.72)

In acest fel, derivata du/0t se calculeazi pentru un punct intermediar momen-
telor de timp n si n + 1, eroarea de discretizare fiind O(k?), fatd de O(k) in
cazurile anterioare. In multe cazuri se ia § = 1/2 metodd denumiti Crank-
Nicolson, astfel incat sistemul de ecuatii pentru calculul valorilor functiei in
noduri devine

Mot = 2(1 4 Mot /\v;fll =i =21 =Ny =My . (10.73)

Se observa o crestere a gradului de dominanta a elementului diagonal de la
1+ 1/2Xla 1+ 1/X. Se poate arita ci pentru § = (6A — 1)/12), eroarea de
discretizare in derivata §%u/dz? devine de ordinul lui h*.
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Convergenta, consistenta, stabilitate.

S-a definit anterior convergenta schemelor cu diferente finite prin conditia ca
solutia aproximativa v sa se apropie oricat de mult de solutia exacta u, atunci
cand norma diviziunii tinde la zero (k — 0, h — 0).

Deoarece convergenta unei scheme cu diferente este mai greu de demostrat,
se definesc si alte proprietati mai slabe ale schemei, care se pot verifica mai usor,
fiecare in parte, iar Impreund pot asigura convergenta. Astfel de proprietati,
mai slabe, sunt consistenta si stabilitatea.

Definitie. O schema cu diferente finite este consistentd (cu ecuatia cu derivate
partiale pe care o aproximeazd) daci tinde spre ecuatia exacti atunci cand
norma diviziunii tinde la zero (k — 0, h — 0).

De obicei schemele provenite din aproximarile derivatelor prin diferente fi-
nite, avand erorile de discretizare O(h? + k™), p,m € NT sunt consistente.
Exista insa si combinatii mai putin “ortodoxe” care conduc la erori de discre-
tizare de ordine de marime care depind de rapoarte ale pagilor, spre exemplu
O(h?/k™), p,m € Nt. In acest caz, eroarea de discretizare nu tinde neapirat
la zero odata cu norma retelei, ci poate avea valori finite.

ExemMpLU. Consideram schema de discretizare a ecuatiei caldurii sub forma

n+1 n—1 _ n n—1 n+1 2
(™ =)/ 2k = (v — 0] — +oi1) /R, (10.74)
in care valoarea aproximativa a functiei v;’ a fost scrisa ca medie aritmetica a valorilor
vt s v’”’l 200 = vP! 4 97Tl Pentru a stabili eroarea de trunchiere, dezvoltim

in serie Taylor functia w in jurul punctului (7, n)
n n h? n3 r* h® 6
uij:l = ui :t huz + Tuzz :t — Ugzx + ﬂuzzzz i muzzzzz + O(h )
2
u?il =ul &+ kug + %utt + %um + O(k4) .

Adunénd si sciizand relatiile pentru v 'si ™!, rezulta

2ul = u?_l + u?-H — k2Utz + O(k‘4), U = L(u?+1 — u?fl) + %uttt + O(k4) .

2k
Pentru u,, se obtine relatia

1
X

n—1

Use = 33 (Ui — u; W ) = P e + S + O(55) + O(h)

iar pentru ecuatia caldurii

(wi ™ —up ™) /(2k) = (uf g — ™ —ul T ) /R -

z

(h2/12)umm + (K2 /R ue + O(k4/h2) + O(h4) (k%/6)usee + O(k*) .

Eroarea de discretizare contine termenul (k/h)* (82u/8t2)? care poate fi diferit de
zero dacd h — 0 si k = ch — 0, unde c este o constanta diferita de zero. Deci, daca
diviziunile k, h tind la zero, spre exemplu fiind tot timpul egale (¢ = 1), schema
(10.74) aproximeazi de fapt o ecuatie care contine termenul 82u/8t2 si care nu mai
reprezintd ecuatia caldurii. Dacd avem k/h < 1, ¢ < 1, efectul acestui termen de
ordinul doi, devine neglijabil.
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Definitie. O schema numerica de calcul (in particular o schema cu diferente)
este stabild daca nu amplifica erorile in decursul aplicarii ei.

In afara erorilor provenite din trunchiere sau rotunjire, surse de instabili-
tate pot fi gi nepotrivirile (discontinuitatile) din conditiile la limite si initiale.
Modalitatile de amplificare a erorilor sunt foarte variate, astfel incat stabilitatea
poate fi studiata in diverse moduri. In cele ce urmeaza, vom utiliza stabilitatea
in sensul lui von Neuman. Importanta studierii consistentei si stabilitatii este
data de

Teorema lui Lax. O schema de calcul consistenta si stabila este convergentd.

In cele ce urmeaza, vom aplica teorema lui Lax la studiul unor scheme despre
care stim precis ca sunt consistente, astfel incat stabilitatea devine suficienta
pentru convergenta.

Pentru schema implicitd (10.67), vom studia stabilitatea in sensul lui von
Neuman. Se introduce in schema o perturbatie w, de forma

w=Ut)eP* feR, j=v-1, (10.75)

unde U(t) este amplitudinea, iar 8 € R numdrul de undd al perturbatiei. De-
oarece sursa perturbatiilor in calculul numeric o constituie erorile de calcul s-a
pastrat notatia w. Prin urmare, in (10.67) se face inlocuirea

o e ol +wl wlt = Ynedfri (10.76)
Rezulta ecuatia care da evolutia perturbatiei

At — (14 20wt + At = —w (10.77)

impér‘gind (10.77) membru cu membru cu wf, se obtine

(UnFL /) e 380 — (14 2X) + Ne?Ph] = -1,

. 10.78
(UL /W7 < 1/]1 4 20(1 — cos Bh)| = 1/(1 + 4Asin28) < 1. (10.78)

Din (10.78) rezulta ca raportul amplitudinilor perturbatiei la momentele n + 1
si n scade sau ramane cel mult nemodificat, oricare ar fi pasul h si lungimea de
unda [ a perturbatiei. In consecinta, perturbatiile schemei cu diferente date de
erorile de diverse tipuri, nu se amplifica, deci schema implicita este neconditionat
stabila.

ExeEMPLU. Revenind la schema explicitd (10.46) vom studia studia stabilitatea
acesteia. Ecuatia care d&d evolutia perturbatiei w data de (10.75) este

wl = Al 4+ (1= 20wl + Awly
Rezulta conditia
"/ = Ae T 4 (1= 2X) + 2’| = |20 (cos Bh — 1) + 1] < 1,

sau

[4Asin®Bh/2 —1| < 1= X< 1/2.

Conditia de convergentd A < 1/2 a schemei explicite (10.46) este necesard deci asi-
gurarii stabilitatii.
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Figura 10.7: Discretizarea ecuatiei parabolice cu doud variabile spatiale.

Ecuatii parabolice cu doua variabile spatiale.

Vom lua ca model ecuatia caldurii adimensionalizata

ou  Pu  H%u
Er ) + a_gﬂ ) (10.79)

cu conditiile initiale si la limite

u(z,y,0) =h(z,y), 0<z<1,0<y <1,
u(0,y,t) = fo(y, 1), u(l,y,t) = fi(y,1), 0<y <1, 0<t < T, (10.80)
u(xz,0,t) = go(x,t), u(z,1,t) = g1(z,t), 0< <1, 0<t<T.

Vom considera cazul unei retele rectangulare (figura 10.7), unde pentru simpli-
tate consideram pasii de discretizare spatial egali, h, = hy, = h

x=1h, y=jh, t=nk,icl I, jel,J, nel,N. (10.81)

Aproximand derivatele spatiale cu diferente finite la momentul de timp n,

se obtine relatia explicita
ol = (1= 4N)of; + APy + 0l 5) + (W +of0)] - (10.82)
Eroarea de trunchiere a relatiei (10.82) este O(k? + k h?), unde k este pasul de

timp. Conditia de convergentd a schemei explicite (10.82) se determina in mod
similar cu cazul unei singure variabile spatiale

0<A=k/h?><1/4. (10.83)

Restrictia (10.83) impusa parametrului retelei pentru ca schema explicita (10.82)
sa fie stabild, duce la necesitatea folosirii unor pasi de timp mici, rezultand un
volum mare de calcule. Acest neajuns poate fi inlaturat prin folosirea unei
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scheme implicite. Spre exemplu, se poate folosi schema Crank-Nicolson pentru
ecuatia (10.79)

k| [(0*u  0%u\" Pu 0%\

n+1 _

i ti=5 (5t as) (5 o), |- 008
1,3 ]

obtinandu-se

A
n+1 n _ n n n n n n
i U = ity = 2o ol vl = 200 v
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
vy =200 o o — 200 0 ) (10.85)

Schema Crank-Nicolson (10.85) este stabild pentru orice valoare a parametrului
retelei A = k/h?. Pentru fiecare nivel de timp n, se obtine un sistem de (I —
1)(J—1) ecuatii liniare unde I-h = 1 gi J-h = 1. Acest sistem nu mai are matrice
tridiagonald ca in cazul schemei implicite (10.67) pentru ecuatia caldurii cu o
singura variabila spatiald, neajuns care poate fi evitat folosind metoda directiilor
alternante.

Metoda directiilor alternante.

Un sistem de n ecuatii liniare cu n necunoscute, cu matrice este tridiagonala
se rezolvi direct. In cazul ecuatiilor parabolice cu o singura variabila spatiala
folosirea schemei implicite (10.67) a dus la rezolvarea unui astfel de sistem?.
Obtinerea si in cazul ecuatiilor parabolice cu doua variabile spatiale a unui sis-
tem liniar tridiagonal, se poate realiza daca folosim o schema semi-implicita.
Spre exemplu, vom folosi o formula implicitd pentru aproximarea derivatei
spatiale 9%u/0x?

8211, n+1

e = (upf; =20l ult ) /n? (10.86)

i—1,j

1,J
si o formuld explicitd pentru derivata spatiald 6%u/0y>

aQU " ~ n n n 2
6_y2 = (ui,j+1 — 2’U,Z,j + ui,jfl)/h’ . (1087)

(2]

Pentru fiecare j € 1, J, se obtine un sistem de I — 1 ecuatii liniare® cu tot atatea
necunoscute
- vl"j'llj +(1+ 2/\)1)2;'1 — )\v;fll’j =g+ (L =20 + Ay g
(10.88)

4Nu orice schems implicits duce la aparitia unui sistem cu matrice tridiagonald, ci numai
cele la care diferentele finite pentru aproximarea derivatei spatiale folosesc numai trei puncte
alaturate la momentul de timp n + 1.

5Numirul de puncte pe o dreaptd y = const este I + 1, punctele de pe frontiers fiind date
prin conditiile la limite.
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Pentru determinarea valorilor v?;rl, trebuie rezolvate J — 1 astfel de sisteme

(vezi figura 10.7). Efortul de calcul este sensibil mai mic la rezolvarea a J — 1
sisteme tridiagonale de cate I — 1 ecuatii decat pentru rezolvarea unui singur
sistem de (I — 1)(J — 1) ecuatii cu tot atitea necunoscute.

La pasul urmator este recomandat sa folosim o formula explicita pentru
aproximarea derivatei spatiale 9%u/0z? si o formuld implicitd pentru derivata
spatiala 9%u/0y?, obtinand

“AOPTZ (L 2000 = Aol = o (L= 20008+ dpt

(10.89)

Metoda directiilor alternante constd in aplicarea relatiei (10.88) pentru determi-
narea valorilor aproximative ale functiei necunoscute de la momentul de timp
n + 1, apoi a relatiei (10.89) pentru determinarea valorilor de la momentul de
timp n + 2, dupa care procedeul se repeta.

Ecuatii parabolice neliniare.

Problemele prezentate pana aici legate de rezolvarea numerica a ecuatiilor cu
derivate partiale folosind scheme cu diferente finite si stabilitatea acestora au
fost particularizate pentru ecuatii liniare cu coeficienti constanti. Ecuatia cu
derivate partiale (10.26) este liniard dacd coeficientii A;, B; si C' sunt cel mult
functii de variabilele independente. Daca numai coeficientii derivatelor partiale
de ordin maxim depind de variabilele independente si de functia necunoscuta u,
dar nu si de derivatele partiale ale acesteia, atunci ecuatia se numeste cvasili-
niara.

Ecuatiile parabolice neliniare pot fi rezolvate cu ajutorul schemelor explicite.
Aga cum am vazut anterior, stabilitatea schemelor explicite impune restrictii
privind valorile parametrului retelei A = k/h2. In cazul ecuatiilor neliniare,
aceste restrictii devin si mai dure, in plus ele depinzand si de functia necunoscuta
u, motiv pentru care schemele explicite sunt putin utilizate.

Pentru exemplificare, consideram ecuatia neliniara

0%u (2, ou 8u)

a9 — T, U, Uy =755 )

2 ’ ot’ oz
unde f(z,t,u,u,,u;) este o expresie care contine variabilele independente z i
t, functia necunoscuta u gi derivatele partiale de ordinul intai du/0x, du/0t. O
schema implicita se poate obtine daca scriem

(10.90)

S2v = flih, (n+ D)k, ot (0T — o)k, (0l — 0Pt /2R], (10.91)

sau prescurtat 02v" ! = £ unde
S2u = (Pt — 20T o /A2 (10.92)
Folosind metoda iteratiei simple, se construiegte sirul

S2(upthym L = (frthymHl iy =0,1,2,... (10.93)
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pana cand |(vfTH)m L — (v} < e . Pentru m = 0, (v]"!)° se obtine
rezolvand ecuatia neliniara

Gz (™ = (f7N)° = £ = flihont, o, (0] = o) [k, (vfyy —vf1) /2] -
(10.94)

Daca sirul (10.93) converge, convergenta este liniard. Dupa cum se observa, la
fiecare iteratie m trebuie rezolvat un sistem tridiagonal de ecuatii liniare.

O altd modalitate de liniarizare a sistemului neliniar (10.91) o constituie
metoda Newton. Termenul din dreapta egalitatii (10.90) se poate dezvolta in
serie Taylor ca o functie de mai multe variabile, pastrand numai termenii de
ordinul intai

0
f(x,t,um"“l,u;"H,U?H) — f(Zm)+(um+1 ) f({g )
U
af(=") af(z")
m+1l _  m m+1
+(ut Uy ) 6Ut + (u:r Uy ) 8U3; )
unde 2™ = (x, t,u™, u}*, ul*). Rezulta un sistem tridiagonal de forma
a; (VP — b (0P (o) =d;, i€ T,T—1,  (10.95)
unde
_ 1 1 9f(z™) _ 2 fG™)  19f(z™) _ 1 1 9f(z™)
SR e E(tw LI D
di = f(z™) — ( ai +% 8; )Uzm,n+1 21h 3; (v vty 1,n+1 _Uzﬁll,n—&-l) .

(10.96)

In obtinerea relatiilor (10.96) s-a tinut cont de relatia (v?)™+ — (v1)™ = 0,
deoarece valorile v; ,, sunt cunoscute, fiind calculate anterior. Daca sirul (10.96)
converge, convergenta este patratica, dar la fiecare iteratie trebuie evaluate deri-
vatele partiale 9 f(2™)/0u, Of(2™)/0us, Of(2™)/Ou,, derivate a caror expresii
analitice trebuie determinate anterior. In cazul ecuatiilor parabolice cu doua sau
trei variabile spatiale, liniarizarea sistemului neliniar se face in mod aseméanator,
dar sistemul liniar ce rezulta nu mai are matrice tridiagonala. Pentru a obtine
sisteme liniare cu matrice tridiagonala, se poate folosi metoda directiilor alter-
nante, prezentatd anterior.

O metoda mai simpla si eleganta este propusa de Saul’yev. Vom exemplifica
aceastd metodd pentru ecuatia cadurii adimensionalizatd (10.35) in care vom
aproxima derivata spatiald (0%u/0z2)? cu formula cu diferente centrate

o1 ou"
;  h\ o0z

i+1/2

o
0z2

Ou , (10.97)
i—1/2

 Or

in care (Qu/0x);", 5 se inlocuieste cu (8u/8z)?_+11/2, iar derivatele de ordinul
intai se aproximeaza tot cu diferente centrate

ou n+1

oul” _l( ny, Ou
h Vier = Vi )s ox

1 ’I’L n
o E( Tty (10.98)

i+1/2 i+1/2
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Figura 10.8: Ecuatia céldurii rezolvat& cu schema explicita (10.46).

Folosind diferente la dreapta pentru du/dt, se obtine

(1+ ot =0 + A — ol + 7). (10.99)
Formula (10.99) este explicita daca efectueaza calculele de la frontiera din stanga
la cea din dreapta pentru toti pasii de timp n = 1,2,3,... . In mod analog,
daca in (10.97) se inlocuiegte (u/0z)}, 5 cu (8u/8x)?j11/2, se obtine

(L+ NP =o? + A — ol +oly) (10.100)

Formula (10.100) este explicitd dacd efectueaza calculele de la frontiera din
dreapta la cea din stanga pentru toti pasii de timpn = 1,2,3,... . Se recomanda
folosirea alternativa a formulelor (10.99) si (10.100).

EXEMPLU. In figura 10.8 sunt prezentate rezultatele obtinute folosind schema
explicitd (10.46) pentru ecuatia adimensionalizatd a caldurii

Ou/ot = 9*u/dz*, u(x,0) = 4x(1 — z), w(0,t) = u(1,t) =0,

pentru douda momente de timp diferite si trei valori ale parametrului retelei. Pasul h
s-a mentinut constant la valoarea h = 0.1. Se observa instabilitatea schemei explicite
pentru A = 0.55. Rezultatele cele mai bune s-au obtinut pentru A = 0.1, datorita
faptului ca 1n acest caz pasul de timp este cel mai mic si deci eroarea de trunchiere
este cea mai mica.

In figura 10.9 sunt date rezultatele obtinute cu schema implicitd (10.67) si cu
schema Saul’yev. Se observd cum ambele scheme sunt stabile gi pentru A = 2 (ele
sunt de altfel neconditionat stabile). De aceastd datd pasul de timp k s-a mentinut
constant la valoarea & = 0.001, modificarea parametrului retelei A facandu-se prin
indesirea retelei pe directia x. Se observa de asemenea cum rezultate mai bune se
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Figura 10.9: Ecuatia cildurii rezolvata cu schema implicitd Saul’yev (10.99), (10.100).

obtin pentru A = 0.1, desi A = 2, implica acelasi pas de timp si o retea spatiala mai
find. Pentru a explica acest lucru, sa consideram eroarea de trunchiere a schemei
explicite (10.67) care are aceeasi forma cu (10.54). Tinand cont de faptul ci k = \h?
obtinem

2 = (K /2)[(0°u/08*)} — (0*u/da™)} ]+ O(K®) . (10.101)

Pentru ecuatia caldurii avem 9?u/0t®> = 9*u/dz* . Putem considera (9%u/dt*)} =
(6*u/0z*)? pentru ecuatia cu diferente finite, astfel incat ecuatia (10.101) se scrie

2 = (k*/2)(0%u/0t*)}[1 — 1/(6N)] + O(k®) . (10.102)

Functia f(A\) =1 —1/(6\) are un minim pentru A = 1/6, f(1/6) = 0. Pentru valori
A > 1/6, functia f()) este crescitoare, deci eroare de trunchiere creste.

10.2.2 Ecuatii cu derivate partiale de tip eliptic

Pentru studiul solutiilor numerice ale ecuatiilor cu derivate partiale de tip eliptic,
vom lua ca model ecuatia lui Poisson
0u  0%u
—t+ = = . 10.103
502 T 952 p(z,y) ( )
Pentru ecuatia (10.103), se pot formula trei tipuri de probleme, dupa con-

ditiile impuse pe frontiera domeniului D C R? unde se cautd solutia. Astfel
exista:
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1. Probleme de tip Dirichlet. In acest caz, se da valoarea functiei u pe fron-
tiera I' a domeniului D

f(z,y) fiind o functie cunoscuta.

2. Probleme de tip Neumann. In acest caz se di derivata functiei u dupa
directia normalei 77 la curba du/dn, presupusad neteda

du

o =gl (10.105)

T

g(x,y) fiind o functie cunoscuta.

3. Probleme mixte (Dirichlet i Neuman). In acest caz se impune pe frontiera
I' o conditie de forma

= c(z,y) , (10.106)

du
CL($, y) U(.T, y)|1" + b(SC, y) %

a(z,y), b(z,y) si c(x,y) fiind functii cunoscute.

Discretizarea se poate face in toate cazurile folosind o retea cu pasi egali in
directia axelor x,y (hy = hy = h). Mai mult, printr-o transformare simpld de
coordonate, se poate plasa intotdeauna domeniul D in interiorul unui patrat
de laturd egald cu unitatea avand unul din varfuri in originea axelor (figura
10.10). In acest fel, N fiind numarul de intervale in directia x sau y, pasul este
h =1/N. Coordonatele unui punct din retea sunt (éh, jk), ¢ i j filnd num&rul
de pasi parcursi in cele doua directii, plecand din origine. Daca frontiera I' este
curbilinie, nodurile retelei se impart in doud categorii: (a) - noduri de categoria
Ny, care au toate nodurile vecine (la distanta h) in interiorul domeniului D sau
pe I'; (b) - noduri de categoria N, care au cel putin un punct la distanta h in
exteriorul lui D.

Aproximarea cu diferente se face diferit pentru cele doua categorii de noduri.
Pentru un nod M;; € Ny, aproximarea cu ajutorul diferentelor finite are eroarea
O(h?) si se scrie

Vi1 FVis1g F i1 e — dvig = hpi (10.107)

unde i,7 € 1, N —1, M;; € N;. Daca domeniul D este rectangular, atunci
(10.}07) reprezinta unica forma de aproximare.
In cazul ecuatiei lui Laplace

Py 02
a—;;+a—£ ~0, (10.108)

relatia (10.107) se poate scrie

Vi = +(Vic1j + Vig1,; + Vij—1 + Vij41), 4,4 € L, N —1, My; € Ny, (10.109)
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Figura 10.10: Domeniu de calcul pentru ecuatia Poisson.

adica valoarea aproximativa a functiei u (pe care continudm si o notam cu v)
intr-un punct oarecare este media aritmetica a valorilor din punctele vecine.

O problema care se pune este si modul de numerotare a punctelor din retea.
In general, se recomandi numerotarea care duce la matrice cat mai simetrice
si diagonal dominante, cel putin pe anumite linii sau coloane. Aceasta asigura
proprietati de convergenta mai bune ale metodelor iterative de rezolvare a sis-
temului (10.107), care are, in general un numéar mare de necunoscute ((N —1)?2
in cazul domeniului patrat).

Un mod recomandabil de numerotare care duce la matrice bloc-tridiagonale
este cel care satisface conditia de constanta a sumei indicilor

i+j=k k=2,3,4,... 2N —2. (10.110)

Atat pentru ecuatia Poisson cat si Laplace, dupa ce se aproximeaza cu
diferente finite, rezultd un sistem de (N — 1)? ecuatii cu (N — 1)? necunos-
cute. Ecuatiile care alcatuiesc sistemul sunt liniare daca provin din discretizarea
unei ecuatii cu derivate partiale liniare. In cazul ecuatiilor cu derivate partiale
neliniare, prin discretizare se obtine un sistem de ecuatii algebrice neliniare.

Pentru rezolvarea sistemului de ecuatii liniare (10.109) scris matriceal

Av = (10.111)

se pot folosi atdt metode directe cit si metode iterative (vezi capitolul 5).
Numaérul de necunoscute este in general mare; spre exemplu, pentru ecuatia
Laplace 1n spatiu, pentru N = 11, rezulta un sistem de 1000 ecuatii cu 1000
necunoscute, iar pentru N = 101, rezultd 10 ecuatii. Numarul mare de necu-
noscute pune probleme din punct de vedere al stocarii matricei A, iar numéarul
mare de operatii pune probleme din punct de vedere al erorilor de rotunjire.
Metodele directe sunt folosite in cazul problemelor mici, atunci cand matricea
A este rard (multe elemente sunt nule) sau cand matricea A este de tip banda.
In celelate cazuri, metodele iterative se dovedesc mult mai eficiente.
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Metodele iterative se clasifica In metode iterative punctuale, la care calculul
valorilor necunoscute la iteratia k + 1, U(IEH), se face pentru fiecare punct in
parte, si metode iterative in bloc, la care se calculeazda mai multe valori simul-
tan. Vom exemplifica folosirea metodelor iterative pentru ecuatia Laplace cu

discretizarea (10.109).

Metodele iterative punctuale.

Prezentam pe scurt metodele Jacobi, Gauss-Seidel, supra-relazarilor succesive,
gradientului.
(a) Metoda Jacobi. Relatia (10.109) se aplicd in forma

k+1 k k k
Ul(j ) i( ( ) + vz(—i-)l .7 + Uz( ]) 1 + ’Ui(])_._l) 9 (10112)
undei,j € I, N — 1, k=0,1,2.... Valoarea v( 1 g6 calculeazi folosind numai

valori de la iteratia anterioara. In consecm‘ga valorile v( ) trebuie pastrate
pana cand noile valori sunt calculate in totalitate, ceea ce poate constitui un
dezavantaj.

(b) Metoda Gauss-Seidel. Relatia (10.109) se aplica in forma

k41 k+1 k k+1 k
(J )= 1ol g) + vz(+)1 gt vf; )+ ”g,j)Jrl) ’ (10.113)

unde i,5 € 1,N —1, k = 0,1,2..., deci valorile calculate la iteratia k + 1
(punctele sub hnla groasa din ﬁgura (10.11) sunt imediat introduse in calcul.

(¢) Metoda supra-relaxdrilor succesive se bazeazd pe accelerarea covergentei
cu ajutorul unui factor de relaxzare® 8 € (1,2)

ot = o) 4 gD — oM = (1 gl + gV, (011)
unde v( +1) reprezintd valoarea calculata la iteratia k 4 1, folosind de exemplu

metoda Gauss-Seidel.
(d) Metoda gradientului. Fie functia

Uv) =v" Av — 207w | (10.115)

care are un minim egal cu —bT A7'b cAnd v = A~'h. Se observid ci minimul
functiei U(v) coincide cu solutia sistemului Av = b. Metoda gradientului pre-
zentata la 7.3, constd in construirea sirului vt = v* — agg*, o > 0, unde

b = VU®W*) = 2(4v* —b) = —2r% v* = b — Av* reprezentand reziduul la
iteratia k. Mai eficiente sunt metodele de gradient conjugat a caror aplicare la
rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare a fost prezentata la ?7.

O problema comuna metodelor iterative o constituie parcurgerea retelei de
calcul (sau renumerotarea necunoscutelor). Pentru exemplul considerat, par-
curgerea se poate face fie pe orizontald, fie pe verticala (fig. 10.11), evident,
existand mai multe posibilitati de parcurgere.

61n cazul problemelor neliniare, se utilizeazd deseori un factor de subrelazare 8 € (0,1).
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Figura 10.11: Parcurgerea domeniului de calcul la metodele iterative.

Metode iterative in bloc.

Dupa cum am vazut, metodele iterative punctuale calculeaza valoarea v(l§+ ) pe

baza unei formule explicite, in care toti termenii din dreapta semnului egal sunt
considerati cunoscuti. Pentru a intelege mai bine principiul metodelor iterative
in bloc, considerm metoda Gauss-Seidel, pentru care rescriem relatia (10.113)
in forma

k+1 k k+1 k+1
v(vJJr ) = i( ( ) + ,Uer)lj + ’UEJJr 1) + Ug,jil)) . (10116)
unde i,j € 1, N —1, k = 0,1.... Relatia (10.116) nu mai este explicita, de-

oarece toate valorlle de pe hma i sunt considerate la iteratia k + 1. Pentru
j = const, rezulta un sistem de I — 1 ecuatii cu I — 1 necunoscute cu matrice
tridiagonala

MES k+1 E+1 k+1 k)

oD gD Y = B ) (10.117)
Redefinirea formulei explicite intr-o formulad implicita duce la cresterea vitezei
de convergenta, pentru care se plateste pretul unei complicari a algoritmului.

Viteza de convergenta este in general imbunatatita daca dupa folosirea for-

mulei implicite (10.116) la iteratia k + 1 se folosegte formula
o2 1 (k+2) (k+2) (k+2) (k+1)
vy =g iy Tl T i) (10.118)
la iteratia urmatoare, adica schimbarea sensului de parcurgere a punctelor din
domeniul de calcul. De aceasta data, rezulta un sistem de J —1 ecuatii cu J —1
necunoscute, cu matrice tridiagonala

k+2 k+2 k+2 k+2 k+1
—oTD + 405 — oD = oD 1ol (10.119)

O alta metoda iterativa in bloc este metoda directiilor alternante prezentata
anterior la paragraful 43. Derivatele partiale din ecuatia Laplace u,q 4 uy, =0
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le vom inlocui de data aceasta cu diferente finite dupa schema

@Y — 20D BTy L o 20 4 o™ ) =0, (10.120)
adica g, cu o formuld implicitd, iar u,, cu o formuld explicitd. Din relatia
(10.120), addugéand si scazand valoarea 4v; ;, rezultd

k+1 k+1 k+1 k k k
(Uz(—l,j) - 2”;]' ) + z(+1,])) + (v (,J) 1 ( ) + Uf ])+1) +4v;; —4v; ;=0
Considerand prima valoare v; ; la iteratia k si cea dea a doua la iteratia k + 1,
rezulta

oD (k) 4+ 1 ( (k1) o, (k+1) (k+1)

(k k (k
Vi -1, + ’L+1,‘])+%( ,g) 1_ ()+Uzg)+1)

Sau

k+1 k+1 k+1 k k k
411 5 1]) + g 1(] ) i z(—‘rl,]) - i (,j) 1 %Uz(,]) + 411,01(])-‘,-1 . (10121)

Am obtinut o relatie identica cu (10.88) pentru A = 17 relatia (10.121) repre-
zentand formula de baza pentru metoda directiilor alternante. In mod analog,
folosind o formula implicita pentru u,, si una explicita pentru u,., se obtine

B QS = B - Bl i) o
Observam cum pe baza unor prelucrari efectuate asupra relatiei (10.120), am
obtinut o ecuatie cu diferente finite, pentru o alta ecuatie cu derivate partiale,
si anume pentru ecuatia de tip parabolic u; = Uzg + Uyy. Altfel spus, schemele
cu diferente finite (10.121) si (10.122) nu sunt consistente cu ecuatia cu derivate
partiale de tip eliptic ug, + uyy = 0, ci cu ecuatia parabolicd u; = Uzy + Uyy, &
carei solutie pentru valori de timp suficient de mari coincide cu solutia ecuatiei
Ugg + Uyy = 0. In general, solutia unei probleme de echilibru (care nu depinde
de timp), poate fi obtinutd ca o solutie a unei probleme fictive dependente de
timp, pentru t = T suficient de mare. De fapt, rezolvarea unei probleme eliptice
cu o metoda iterativa, este analoaga cu rezolvarea unei probleme dependente de
timp, numai ca pasul de timp variaza de la punct la punct.

Cazul frontierelor curbe.

In acest caz, multimea Ng a punctelor care au noduri la distanta h exterioare
domeniului D este nevida. Scrierea ecuatiilor cu diferente finite pentru aceste
puncte depinde de natura conditiilor impuse pe frontiera. Vom considera cazul
problemelor de tip Dirichlet si Neuman, problema miztd fiind o combinatie a
celor doua.

In cazul problemelor de tip Dirichlet, sunt date valorile functiei u pe frontiera
I'. Fie punctul 1 € Ng (figura 10.12) punctul in care dorim sa aproximam cu
diferente ecuatia lui Poisson (10.103). Am notat cu ah si bh, a,b € (0,1)
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Figura 10.12: Frontierd curba, conditii Dirichlet.

distantele de la punctul 1 la punctele A, B de pe frontiera. Folosind formula
Taylor, se obtine

us = up — ah(Ou/0x); + +a?h?(0%u/0x?), + O(h®) , (10.123)
up = u1 + bh(Ou/dy), + 5b*h*(8%u/dy*)1 + O(R?) . ’
Deoarece, pe langa derivatele de ordinul 2 care apar in ecuatia lui Poisson, au
aparut si derivate de ordinul 1, aceste din urma trebuie eliminate. In acest scop,
sunt necesare inca doua relatii. Ca urmare, se iau inca doud puncte din retea,
punctele 2 gi 3 (figura 10.12) si se scrie

uy = uy + h(0u/0z)1 + Lh%(0%u/02%), + O(h3)

Uz = Uy — h(@u/@y)l + §h2(62u/8y2)1 + O(hd) ) (10.124)

Combinand primele relatii din (10.123) si (10.124) intre ele, iar apoi si ultimele,
se obtine

ug +aug = (14 a)u; + h—Qa(l + a)(0%u/0z?); + O(h3) ,

10.125

up +auz = (1+b)uy + L-b(1 + b)(9%u/0y?)1 + O(R®) . ( )
Ecuatia (10.103) se scrie, in punctul 1

(0%u/0x?)1 + (8%u/0y®)1 = p1 - (10.126)

Ca urmare, exprimand derivatele de ordinul 2 din relatiile (10.125) se obtine
ecuatia

L (L1 e us _h*  wa up
e b)) T1va 140 27 4l ta) b1+0)

u; € Ng .
(10.127)
Din relatiile (10.125), se observa ca derivatele de ordinul 2 se calculeaza in

punctele de categoria Ng cu precizia O(h), fatd de O(h?) in relatiile (10.107).
Ca urmare, eroarea de discretizare in (10.127) este mai mare. Acest aspect
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Figura 10.13: Frontierd curba, conditii Neuman.

este mai general: scrierea echivalentului in diferente finite in punctele de langa
frontiera, de categoria Ng, se face cu o precizie mai mica.

In cazul problemelor de tip Neuman, sunt date la frontiera derivatele dupa
directia normalei la I'. Notand cu 7y, 7a, 713 versorii vectorilor 14, 24, 2A
(figura 10.13), punctul A fiind cel mai apropiat de punctul 1 in care vrem si
scriem o relatie pentru valorile functiei necunoscute, vom scrie

e = ai+ Brj, k=1,2,3 (10.128)
si vom obtine, cu o aproximatie O(h?)
up = us — U (arOu/0x + B1,0u)dy) 4 + O(h?), Iy = Ak, k=1,2,3 . (10.129)
Eliminand, mai departe, pe u4, rezulta

Uo — Ul = (llal — lgag)(au/ax),q + (l1ﬁ1 — lgﬁg)(au/ay)A R
ug —ui = (lhar — lza3)(0u/0x) 4 + (151 — l3P3)(0u/0y) a -

Pe de alta parte, derivata normala

du ou ou
(@), (), (5), L

este cunoscuta, astfel incat relatia cautata intre ui, us, usz este tocmai conditia
de compatibilitate a sistemului de 3 ecuatii cu necunoscutele (9u/0x) 4, (Ou/0y) 4
format cu relatiile (10.130) si (10.131)

(10.130)

Uz — Uy Loy —laag 1181 — 12f32
us — up llal - l3a3 llﬁl - lgﬂg . (10132)
(du/dn) 4 aa Ba

Ecuatia (10.132) inlocuieste ecuatia lui Poisson in punctul 1, cu aproximatia
O(h) care reprezintd eroarea la interpolarea liniard a derivatelor in relatia (10.129).
ExeMPLU. Fie ecuatia Laplace cu conditiile la limita

Ugz + Uyy = 0, u(0,y) = u(l,y) =1, u(z,0) =u(z,1)=0. (10.133)
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Figura 10.14: Distributia de temperaturi intr-o placa.

Solutia ecuatiei (10.133) reprezintad distributia de temperaturi in regim stationar pen-
tru o placa patratd. S-a folosit pentru rezolvare schema (10.109) pentru o retea cu
pasul h = 0.1. In punctele din colturile placii s-a luat valoarea u = 0.5 deoarece
in aceste puncte conditiile la limite prezinta discontinuitati. Distributia de tempera-
turi, precum gi curbele de nivel v = K, pentru K € {0.2,0.4,0.6,0.8} sunt date in
figura (10.14). Pentru rezolvarea sistemului de ecuatii liniare s-au folosit metodele
Jacobi, Gauss-Seidel si relaxarilor succesive. S-a folosit conditia de oprire a iteratiilor
0" —oF|| < e, cue = 10~%. Numdrul de iteratii necesare obtinerii preciziei impuse
poate fi citit din tabelul urmator

metoda Jacobi G—-S (=12 =14 p=15 =16 (=138
nr.iter. 121 68 48 31 23 22 42
Se observa superioritatea metodei supra-relazarilor succesive fata de celelalte metode
pentru 3 € [1.2,1.8], precum si existenta unui minim pentru 8 = 1.6, minim care

depinde in general de ecuatia care se rezolva. Pentru 8 = 1 se regaseste metoda
Gauss-Seidel, iar pentru = 2 metoda nu converge.

10.2.3 Ecuatii cu derivate partiale de tip hiperbolic

Pentru studiul solutiilor numerice ale ecuatiilor cu derivate partiale de tip hi-
perbolic, vom lua ca model ecuatia undelor

u 9%u
= 10.134
ot Ox? ’ ( )
a carei solutie generala este de forma
u(z,t) = f(x+t)+g(x—1), (10.135)

unde f si g sunt doud functii arbitrare de clasi C2. Ecuatia (10.134) poate avea
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Figura 10.15: Domeniile de influenta si de dependenta.

u(z,0) = f(x), Ou/dt(x,0) = g(z), —oo < x < 400, (10.136)

caz in care functiile f si g din (10.134) sunt chiar cele date de (10.136),
sau

w(0,t) = ho(t), u(l,t) = hy(t) . ’
In acest caz, pentru a nu avea discontinuitati intre conditiile initiale gi cele
la limite, trebuie ca f(0) = ho(0) si g(0) = h1(0).

Ecuatia undelor are caracteristicile
p1(x,t) =z —t, po(x,t) =+t . (10.138)

Cele doud caracteristici care trec printr-un punct P(zg,to) (figura 10.15) taie
axa Oz in punctele A gi B. Valoarea solutiei in punctul P, depinde numai
de valorile din interiorul triunghiul PAB. Segmentul AB se numeste domeniu
(interval) de dependentd. Pe de alta parte, prin punctul Q(zo,0) de pe axa Oz,
trec cele doua caracteristici de ecuatii x +t = zg si * — t = x( care reprezinta
domeniul de influentd al punctului @, adicd acea parte a domeniului care este
influentata de valoarea solutiei din punctul Q.

O problema importanta consta in stabilirea conditiilor In care solutia ecuatiei
(10.134) cu (10.136) sau (10.137) existd si este unicd. Altfel spus, se pune
problema stabilirii valorilor ce trebuie date pe frontierele domeniului de calcul
pentru ca solutia s existe si sa fie unica.

Pentru ecuatia de ordinul al doilea (10.31), se disting trei cazuri la care se
poate demonstra cd solutia existd gi este unica (figura 10.16):
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Figura 10.16: Conditiile de existent si unicitate.

1. Valorile functiei v $i u, = du/Ox sunt date pe o curbd necaracteristica
CD. Domeniul in care solutia exista si este unica este marginit de carac-
teristicile CE gi DE si de curba C'D (figura din stanga).

2. Valorile u sau u, sunt date pe curba caracteristica C'F' i pe curba necarac-
teristica C'D. Domeniul in care solutia exista si este unica este interiorul
CDEF (figura din mijloc).

3. Valorile u sau u, sunt date pe doua curbe caracteristice ce trec prin acelasi
punct, CE si CD. Domeniul in care solutia existd gi este unica este
interiorul CEF D (figura din dreapta).

Pentru rezolvarea ecuatiilor hiperbolice vom prezenta metoda caracteristici-
lor si metode de discretizare cu diferente finite.

10.2.4 Metoda caracteristicilor

Metoda caracteristicilor reprezinta o metoda naturald pentru rezolvarea ecuati-
ilor hiperbolice. Dimensiunea caracteristicii (din punct de vedere al geometriei)
este n — 1, unde n este numarul de coordonate. Spre exemplu, pentru n = 2
avem linii caracteristice, pentru n = 3 avem suprafete caracteristice, s.a.m.d.
Eventualele discontinuitati care pot aparea in interiorul domeniului de calcul
si a caror pozitie este in general necunoscuta inainte de a obtine solutia, se
propaga dupa directiile carateristice, fapt care constituie un avantaj suplimentar
al metodei caracteristicilor fata de metodele de discretizare cu diferente finite.

Reluam ecuatia (10.31), care pentru b> — ac > 0 este de tip hiperbolic cu
doud caracteristici reale i distincte. Pentru ca sistemul (10.33) se fie compa-
tibil, trebuie ca simultan cu determinantul matricei sistemului sa se anuleze si
determinantul

dr  d(us) O (10.139)
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Figura 10.17: Linii caracteristice.

rezultand

amid(ug)/dx + cd(uy)/dx — fmy =0,

amad(uy)/dx 4 cd(uy)/dx — fmy =0, (10.140)

cu my 2 pantele celor doua caracteristici date de

mis=% - Ly /o —dad . (10.141)
k dr  2a

Pentru n = 2, ecuatiile cu derivate partiale se transforma in lungul directiilor
caracteristice in ecuatii diferentiale ordinare, acesta reprezentand avantajul prin-
cipal al metodei caracteristicilor. S-a obtinut un sistem de ecuatii diferentiale
format din ecuatiile (10.140) si (10.141), cu necunoscutele myq, ma, d(ug)/dx si
d(uy)/dz. Pentru rezolvvarea sistemului, presupunem cé se cunosc valorile u,
ug si uy pe curba I' diferita de o curba caracteristica. In figura 10.17 se pot
observa cele doua familii de caracteristici notate mq si mo. Deoarece caracte-
risticile depind in general de solutia u, simultan cu determinarea valorii solutiei
up in punctul R se calculeaza si pozitia acestuia. In principiu, orice metoda
numerica prezentata la capitolul 7?7 se poate aplica pentru rezolvarea sistemului
de ecuatii diferentiale obtinut. Folosind metoda Euler, segmentul PR este apro-
ximat cu o linie dreaptd’ astfel incat precizia este de ordinul distantei dintre

"Eroarea de discretizare poate fi redusa folosind arce de parabold in locul segmentelor de
dreaptd, cu pretul unor calcule mai laborioase.
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doud puncte considerate in calcul. Se obtin relatiile

(yr —yp)/(xr —xP) = (M1R +mM1p)/2

(Yyr —Y@)/(zr — 2q) = (M2r + m2q)/2

(armir +apmip)(uzr — uep)/2 + (cr + cp)(uyr — uyp)/2
—(fr+fP)lyr —yp)/2=0

(armar + agmaq)(uer — u2q)/2 + (cr + cQ)(uyr — uyq)/2
—(fr+fo)lyr —yq)/2=0

cu necunoscutele T g, Yr, Uzr, Uyr $i Ur (ugr apare indirect prin coeficientii ag,
br, cr si fr). Pentru determinarea valorii ur este nevoie de o aproximatie a
relatiei

(10.142)

du = uz de +uy dy . (10.143)
Se scrie

ugp —up = (uzr +uzp)(xr —2p)/2 + (uyr + uyp)(Yr — yp)/2

)
up —ug = (Uzr + uz0)(Tr — Q) /2 + (uyr + uyo)(Yr — yQ)/2 - (10.144)

Ecuatiile (10.142) gi una din (10.144) reprezintd un sistem de 5 ecuatii neliniare
cu necunoscutele g, Yr, UzR, Uyr §1 ur. Sistemul se poate rezolva iterativ cu
metoda iteratiei simple (capitolul 8.1), ludnd pentru start valorile necunoscute
din punctul R egale cu cele din punctul de plecare al caracteristicii, P sau Q.
Spre exemplu, prima ecuatie din (10.142) se scrie

(yr —yp)/(xr —2p) = (M1p +mip)/2 = mip . (10.145)

Procedeul se repeta pentru calculul valorilor solutiei in celelalte puncte ale retelei
de curbe caracteristice (punctele T, S, etc.). Obervam cum in cazul folosirii
celei mai simple metode de rezolvare a sistemului de ecuatii diferentiale, pentru
fiecare punct al retelei de calcul se rezolva un sistem de ecuatii liniare.

Metoda hibrid Hartree.

In cazul unei ecuatii hiperbolice de ordinul al doilea cu doua variabile indepen-
dente dintre care una este timpul, se poate cere solutia u la momente de timp
specificate. Metoda caracteristicilor aplicatd direct nu poate asigura acest lu-
cru, astfel ca se foloseste o metoda hibrid intre o metoda cu diferente finite si
metoda caracteriticilor. Aceastd metoda consta in folosirea unei retele de dis-
cretizare fixate Inainte de determinarea solutiei (figura 10.18), cu pasul h pentru
Oz si k pentru Ot. Presupunem ca s-au efectuat calculele pana la momentul de
timp ¢t = n k si trebuie sa calculam solutia pentru momentul de timp urmator.
Valorile u, ug, uy sunt calculate deci in nodurile retelei pana la linia n. Ca-
racteristicile care trec prin punctul R intersecteaza linia n in punctele P si Q.
Valorile u, ug, u, se pot determina prin interpolare folosind valorile din nodurile
de pe linia n (B, A, D). Folosind metoda Euler pentru rezolvarea sistemului de
ecuatii diferentiale ordinare ce rezulta pe directiile caracteristice RP si RQ, se
obtine acelagi sistem neliniar (10.142) si (10.144), necunoscutele fiind de data
aceasta ug, UzR, UyRr, TP $i TQ, deoarece TR, Yr, yp Si Yq sunt cunoscute.
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Figura 10.18: Metoda hibrid Hartree.

10.2.5 Scheme cu diferente finite

Pentru ecuatiile hiperbolice de ordinul al doilea, metoda caracteristicilor re-
prezinta varianta cea mai convenabila gi precisa de rezolvare numerica. Unul
dintre avantajele majore ale metodei caracteristicilor fata de metodele bazate
pe scheme cu diferente finite consta in faptul ca discontinuitatile care exista
eventual in conditiile initiale se propaga de-a lungul directiilor caracteristice.

In cazul in care ecuatiile nu sunt foarte complicate iar solutiile nu prezinta
discontinuitati, se pot folosi metode cu diferente finite. Alegerea unei scheme
explicite sau implicite depinde esential de tipul problemei: numai cu conditii
initiale sau cu conditii initiale gi la limita.

Scheme explicite.

Vom considera problema cu conditii initiale
Upe = Ugt, u(x,0) = f(x), u(z,0)=g(z). (10.146)
Derivatele partiale le aproximam cu diferente centrate
e = (U] = 207 4 02 )R, g 2 (07— 200 4 0P RL(10.147)
Rezulta

oPt =m0 o) +2(10 = mP)ef — ol unde m=k/h . (10.148)

(3 7

Pentru n = 0, avem date valorile v0 = f(ih). In relatia (10.148) apar si valorile
v; 1 care se calculeazi cu ajutorul celei de a doua conditii initiale (10.146). Se

aproximeaza derivata in raport cu timpul u; = du /0t folosind diferente centrate

g(ih) = g; = ut|? = 8u/6t|g >~ (v} —v; ) /2k = vt = v} —2kg; . (10.149)

(2
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Figura 10.19: Caracteristicile ecuatiei ugy = us, exact si numeric.

Pentru n = 0 rezulta
vf = im?(fic1 + fir1) + (L —=m?) fi + kg . (10.150)
In figura 10.19 sunt date punctele care intra in calculul valorii vf“, precum
si domeniul de dependenta fizica pentru punctul C. Dreptele AC si BC sunt
caracteristicile ecuatiei u;, = us care trec prin punctul C. Solutia este deci
unic definitd in triunghiul ABC. Dacd m = k/h > 1, atunci se vor calcula nu-
meric valori aproximative ale solutiei u in afara domeniului in care avem solutie
analitica. Daca m < 1, atunci solutia numerica se afla interiorul domeniului de
dependenti fizica al punctului C. In general, o schemd cu diferente finite este
stabila, dacd domeniul de influentd numerica include domeniului de influentd
fizica (analiticd).
Pentru a studia stabilitatea schemei (10.148), se considerd solutia de forma

u(a,t) = entelne (10.151)
n=0

unde j = v/—1. Ecuatia (10.146) fiind liniara, actioneaza principiul superpozitiei
astfel ci este suficient si se studieze un singur termen din (10.151). Avem

v = ek eilih (10.152)

gi introducand in (10.148) se obtine

eF p ek =2 —4m?sin 2 (10.153)
sau
ek —2(1 - 2m?sin?Z)e** +1=0. (10.154)

Pentru a evita situatia in care solutia numerica creste cand k — oo, trebuie ca
e®® < 1. Din (10.154) se observa ca produsul [e®*|; - [e®F|; = 1, deci singura
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Figura 10.20: Coarda vibrantd, n =2, ¢t = 1.

posibilitate pentru a asigura stabilitatea este |e®*|; = |e®¥|, = 1. Cele doua
solutii ale ecuatiei (10.154) sunt

e = A+ VA unde A=1-2m?sin?t A=4A%-1. (10.155)
Se observa ca pentru a avea e‘f”g =1, este necesar ca A < 0, adica
(1-2m?sin?8)? —1<0, sau —1<1-2m*sin?2 < 1. (10.156)

A doua inegalitate (10.156) este indeplinitd automat, iar din prima inegalitate
rezulta

m* < 1/sin 22", (10.157)

adica domeniul de influentd numericd sa includa domeniul de influentd fizica.
Cazul particular m = 1 prezintd un interes special. Din (10.156) rezulta

~1<1-2sin?2 =sin?2 <1.

Pentru sin22" = 1, obtinem A = 0, ef5 = —1. Relatia (10.148) devine
P =0l vl = Vi (10.158)

Schema (10.158) satisface exact ecuatia (10.146). Pentru a ariita acest lucru, fo-
losim dezvoltarea in serie Taylor a functiei  in jurul punctului (ih, nk), obtinand

2
Ugy = h—IQ(U,Z-Lfl - QU? + u?Jrl) - %szafﬂc + O(h4) ’
1

: (10.159)
Upt = gz (Uip—1 — 2uj + u; ) - lf_;“tttt +O(k) .
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Inlocuind in (10.146), rezulti

up ™t =mP(ul g 4l ) +2(1 = mPu -l
4 2p2
it — B e + O(KS) + O(K2RY)
'u
ot4

-1 _ 4 4 6 6 6
up T SRy — T 4 G (G - G+ s (G — 526) + O(h®)
(10.160)

K3

In cazul in care functia u este de p ori derivabila, se poate ugor arata ca daca
Uggy = U, atunci OPu/0xP = OPu /0P, astfel ca ultima relatie (10.160) devine

Mt =l ol —ul (10.161)

K2

astfel incat schema cu diferente (10.158) are eroarea de trunchiere nula.

Scheme implicite.

O schema implicita poate fi scrisa in general ca

o Tt = 207 + ot = m2 00200 4+ (1 — 20)620" + 0620, 1], (10.162)

A A

unde 0 este un parametru de relaxare, iar 620 = vl | — 20" + P, ;. In relatia
(10.162), valoarea aproximativa a derivatei uy se calculeaza ca o medie ponde-
rata intre valorile aproximative la momentele de timp n — 1, n, n + 1. Se poate
ardta ca pentru 6 > 1/4, schema (10.162) este stabild oricare ar fi parametrul
retelei de calcul m. Pentru 8 = 0, se obtine schema explicitd (10.148), iar pentru

6 = 1/2 se obtine schema

n+1 n n+l _ 1, 2152 n+l 2., _
i _12vi + ’Uij_-ll = 5“}_1[530”1' o + 05,vin—1] =
2 n n n
= gmA (v — 207 + 0 T) + (Vig1n—1 — 2Vip-1 + Vic1,n-1) -

(10.163)

ExeEmpPLU. Fie ecuatia adimensionalizata a coardei vibrante cu conditiile initiale
si la limite date de

Ut = Uga, w(0,t) = u(l,t) =0, u(z,0) = sin(mnz), u(z,0) =0 . (10.164)

Pentru rezolvare s-a folosit schema explicita (10.148). Solutia analiticd a problemei
(10.164) este

u(z,t) = cos(mnt) sin(wnz)

in figura 10.20 sunt reprezentate rezultatele pentru trei valori diferite ale pasului k,
cum =1 (k=h). Se observi rezultatele foarte bune obtinute pentru k = 0.01, bune
pentru k£ = 0.05, in timp ce pentru k = 0.1, rezultatele sunt nesatisficitoare. Sunt
date de asemenea rezultatele obtinute pentru doua valori m # 1, h = 0.05, k = 0.1,
(m = 2),si h =0.1, k = 0.01, (m = 0.1). La acelasi pas de timp k = 0.1, pentru
h = 0.05 (m = 2) se obtin rezultate mai slabe decat pentru h = 0.1 (m = 1), desi in
primul caz h este mai mic. De altfel, pentru m > 1 schema (10.148) nu este stabili,
fiind de asteptat ca pentru valori mai mari in timp rezultatele sa fie din ce in ce mai
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Figura 10.21: Coarda vibranti, n =8, ¢t = 1.

proaste. Pentrum = 0.1 (h = 0.1) nu se observa diferente semnificative fatd de m = 1,
pentru acelasi pas de timp k& = 0.01. Tinind cont de (10.160), ne-am fi asteptat ca
rezultatele sa fie bune indiferent de h, dacd m = 1. Schema (10.158) este exactd pentru
m = 1, numai in masura in care derivatele partiale sunt suficient de precis calculate.
Relatia 0Pu/0xP = 0Pu/OtP este obtinuta pe baza faptului cd egalitatea existd pentru
p = 2. Dupa cum se observa, rezultate nesatisfacatoare s-au obtinut acolo unde functia
u variaza rapid, pasul h = 0.1, fiind prea mare pentru a obtine o valoare suficient de
precisa pentru derivatele partiale uz,. Acest fapt devine gi mai clar urmarind figura
10.21 unde sunt date rezultatele pentru n = 8, unde din nou rezultate bune se obtin
pentru A = 0.01, in timp ce pentru celelalte valori rezultatele numerice sunt foarte
proaste. Pentru h = 0.03, £ = 0.05, m = 1.67, rezultatele sunt inacceptabile datorita
faptului ¢ schema (10.148) este instabila.
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