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Lucrarea 3

REZOLVAREA NUMERICA A SISTEMELOR LINIARE
ap Xy + apxy + .+ ayx, =b
Ay Xy + ApXy + .o+ Gy, X, = by

3.1)

A Xy + Xy + o+ ay, X, = bn
3.1.METODE DIRECTE

Aceste metode sunt caracterizate prin aceea ca pot oferi solutia exactd a sistemului de rezolvat,
daca sunt indeplinite conditiile de existenta.

3.1.1. METODA LUI GAUSS DE ELIMINARE (ALGORITMUL)
real Gauss

(

intreg n, // ordinul sistemului
real A[][N], // matricea sistemului
real B[], // vectorul termenilor liberi
real X[] // vectorul solutiilor

// declaratiile si definitiile variabilelor locale

intreg 1i; // indicele liniei
intreg k; // indice suplimentar al liniei
intreg j; // indice coloana
real m; // multiplicator
real d; // determinantul sistemului
pentru i = 1,5-1{ // for 1
pentru k = j+lLn {

m = A[k][i]/A[i][4];
pentru j = i,n A[k][J] = A[k][J] - m*A[1i][]];
B[k] = B[k] - m*B[i];
}
} // for 1

a=1; // initializarea cu 1 a valoarii determinantului
dacda (A[n][n] = = 0) returneaza 0;
pentru i1 =1, d = d*A[i][1i];

// Rezolva sistem superior triunghiular

pentru i = p,1 {
x[i] = BI[i];
pentru j = ni+l1 x[i] = x[i] - A[i][3]1*x[]];
x[i] = x[1] / A[i]l[4i];

returneaza d; // returneaza la numele functiei valoarea determinantului



3.2. METODE INDIRECTE
3.2.1. METODA LUI JACOBI

Fie sistemul liniar (3.1). Se expliciteaza fiecare necunoscuta din sistem de pe diagonala principala

functie de celelalte necunoscute ale sistemului. Se alege o solutie a sistemului oarecare xfO),xg(’),...,x;O),

ce va reprezenta solutia de start, dupa care se continua iteratiile, pana cand doud solutii succesive
diferd cu mai putin de o eroare impusa (precizia impusa).

3.2.2 Algoritmul. Metoda lui Jacobi
intreg Jacobi

(

intreg n, // ordinul sistemului;

real A[][N], // matricea sistemului;

real B[], // vectorul termenilor liberi;

real X[] // vectorul de start la intrare, solutia la iesire

// declaratiile si definitiile variabilelor locale
intreg i, Jj; // indici;
real sum;
real Xn[N], Xnl([N];//solutiile la pasul curent si precedent
intreg sem;

// Verifici daci matricea e dominant-diagonald — important!!!

pentru i= Ln{
sum = 0;
pentru j= Lan sum = sum + fabs(A[i][j]);
dacda (sum > 2*fabs (A[i][i])) returneaza 1;

}

// se salveaza valorile continute de vectorul de start X;
pentru i= I, Xn[i] = X[1i];

executa
{
sem = 0;
pentru i= [|,n Xn 1[i] = Xn[i];

pentru i= 1n
{
Xn[i] = B[i];
pentru j= Ln
dacd (3 != i) Xn[i] = Xn[i] - A[i][J] * Xn 1[3];
Xn[i] = Xn[i]/A[i][i];

}
pentru i= 1
daca (fabs(Xn[i]-Xn 1[i]) > eps ) sem = 1;
} cédt timp (sem = = 1);

pentru i= 1n X[1i
returneaza 0;}

fa—

= Xnf[i]; // se salveaza valorile solutiei in vectorul de X
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DERIVAREA NUMERICA
INTEGRAREA NUMERICA
INTERPOLAREA (partea 1)

4.1. DERIVAREA NUMERICA.
4.1.1. DERIVATA NUMERICA PRIN DOUA PUNCTE

h h
o)1)
' 2 2

S (xo) ~ 7
4.12.DERIVATA NUMERICA PRIN TREI PUNCTE
B S (o + o)+ (13 = ) £ () = 3£ (0 — )
yhy(hy + hy)

Pentru 4 = h, = h/2 se obtine formula derivatei numerice prin doud puncte.

4.1.3. DERIVATA NUMERICA PRIN CINCI PUNCTE

f(x) :é[f(xo —2h)=8f (x, =) +8f (x, + 1)~ f (%, +2h) ]

f(x) =

4.2. INTEGRAREA NUMERICA
4.2.1. METODA LUI RICHARDSON
Aceastd metoda da o precizie mai bund de calcul a integralei numerice decat metoda trapezului si
s-a obtinut prin modificarea metodei trapezului. Este o metoda in care apare dubla-divizare a
intervalului de integrare.
Se pleaca de la eroarea de trunchiere a metodei trapezului, care pentru o diviziune de latime / este:
er»=Ch, h= (b-a)/n,
Pentru cealalta diviziune, k = (b-a)/m, se obtine eroarea de trunchiere:
er, k:CkZ
Pentru fiecare diviziune se poate scrie:
I=1,+er,
respectiv
=1 +erk
Eliminand constanta C intre relatiile de mai sus, se obtine expresia:

I=1,

(0

expresie ce poartd denumirea de formula Iui Richardson.

=1+

4.2.1.1. Metoda lui Richardson (algoritm)
real I_Richardson

(
real 1ls, // limita stanga a intervalului de integrare
real 14, // limita dreaptd a intervalului de integrare
intreg n, // numarul de subintervale 1
intreg m // numarul de subintervale 2

)
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{

// declararea si definirea variabilelor locale

real h; // valoarea lungimii unui subinterval divizat in n sub-diviziuni
real k; // valoarea lungimii unui subinterval divizat im m sub-diviziuni
real sumh; // valoarea integralei cu diviziunea h
real sumk; // valoarea integralei cu diviziunea k
real sum; // valoarea integralei
intreg i; // indice intreg pentru ciclul ‘for()’
// instructiunile de calcul
ld—Is ld—Is
h= k =
n . m

Sumh=(f(ls)+(1d))/2*h;
Sumk=(f(Is)+f(1d))/2*k:

pentru i= 1 + n-1
sumh = sumh + h*f(ls + i*h);
pentru i= 1 + m-1

sumk = sumk + k*f(ls + 1*k);
sum=sumh + (sumh-sumk)/( (k/h)*(k/h)-1 );
returneazda sum;

}

Aceastd metoda determind punctele de divizare ale intervalului de integrare astfel ca eroarea de
calcul a integralei sa fie minima.

4.2.2. METODA CUADRATURII GAUSSIENE CU DOUA PUNCTE (tema)

Aceastd metoda reduce orice interval de integrare [a,b] la intervalul [-1,1] cu ajutorul formulei de
substitutie:
2x—= (b+a
= b( )
-a
Pentru x=1 rezulta y=-1, iar pentru x=>b rezultd y=1. Din relatia (5.11) se poate scrie:
x= (b= a)y+3(b+a)
si de aici:

dx=%(b— a)dy

b
Ca urmare, integrala initiald in forma 1= .[ f(x)dx se transforma in integrala:
a

+1 +1
1 1 1
1= —(b-a)y+=(b+a)|=(b-a)dy=|fiyd
£1{2ﬂ> )y + (b )}2m )dy l (v)dy
in care noua variabila este y.

Integrala de mai sus este 1n final aproximata printr-o suma, asa cum s-a facut de fiecare data (din
punct de vedere matematic integrala devine o suma). Mai exact:

[y = Xk, -5, )
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Precizia metodei este cea mai buna intre metodele de integrare de tip cuadratura (pentru functii de
o variabild). Aceastd putere de calcul este de fapt justificatid, din moment ce metoda foloseste in
rezolvare polinoamele Legendre. Echivalentul matematic este acela de aproximare a functiei concrete
de integrat printr-un polinom Legendre echivalent, pentru un anumit grad dorit de catre utilizator. Cu
cat gradul preluat in calcule este mai mare, cu atdt precizia metodei evident creste.

Polinoamele Legendre sunt definite pe intervalul [-1, 1]. De aceea se impune schimbarea limitelor
de integrare initiale. Pe acest interval polinoamele prezintd un numar de radicini reale, distincte
(gradul de multiplicitate al fiecarei solutii este 1). Din cauza cd aceste rddacini nu sunt egal departate
intre ele, si nici fata de capetele intervalului de integrat, aceastd metoda este clasificata drept metoda
cu divizare variabila.

Aceastd precizie de calcul se poate impune in mod direct, prin stabilirea gradului polinomului
Legendre dorit in calcul.

Exista valori tabelate ale radacinilor acestor polinoame (notate aici cu Y;), ca si a ponderilor (Kj),
valori ce intervin in relatia de calcul de mai sus.

Pentru N=3 aceste valori sunt: k;=5/9, k=8/9, ks;=5/9 si

y1=0.7745, y»=0, ys=-0.7745

4.2.3. CALCULUL NUMERIC AL INTEGRALELOR DUBLE

Pentru simplitate vom considera domeniul de integrare al functiei de doud variabile un dreptunghi

b d

O fGpyaxdy=] | (oy)dxdy

D a c
reprezintd integrala dubla dintr-o functie de doua variabile. Pentru calculul valorii acestei integrale
vom utiliza formula de cubaturd a trapezului in continuare.

42.3.1. FORMULA DE CUBATURA A TRAPEZULUI

Intervalele de integrat [a,b] si [c,d] se impart 1n subintervale de lungimi egale
h= b—a = d-c
T, sl respectiv m

si se considerd dreptunghiul cu varfurile [xl., yi] , [xm ) yi] , [xi+1 ) yi+1] , [xi’ yi+1]
n—1m-1 n—1m-1
_ _kh
I= ZO ,Zo 1= TFZO ,Zo [/ Ceoy VS Cey )4 (B oy )H S (30 0]
expresie cunoscuta sub numele de formula de cubaturda a trapezului. Unde x;=a+i*h, y=c+j*k;

4.2.3.2. Algoritmul. Metoda cubaturii trapezului
real I_Cubatura_ Trapez

(

real a, // limita stdngd a intervalului de integrare pe axa Ox

real b // limita dreaptd a intervalului de integrare pe axa Ox
real c, // limita stdngd a intervalului de integrare pe axa Oy

real d, // limita dreaptd a intervalului de integrare pe axa Oy
intreg n, // numarul de subintervale pe axa Ox

intreg m // numarul de subintervale pe axa Oy

)
{

// declararea si definirea variabilelor locale
intreg i, 3J;

real h; // valoarea lungimii unui subinterval diviziunea n
real k; // valoarea lungimii unui subinterval diviziunea m
real sum; // valoarea integralei
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// instructiunile de calcul ale metodei

hzb—a . kzd—c .
n r m r

sum = 0;
pentru i= 0 =+ n-1

pentru j= 0 + m-1

sum = sum+ (h*k) /4*( f(a+i*h, c+j*k) + f(a+i*h, c+(j+1)*k) +

+ f(at(i+l)h,c+j*k) + f(a+(i+l)h, c+(j+1)*k) );

returneaza sum;

}

4.3.INTERPOLAREA (partea 1)
4.3.1. INTERPOLAREA POLINOMIALA LAGRANGE

Se considera functia datd prin urmatorul tabel:

X X, x, : X, N
y Yo Y : Vi : Yn

ln_[(x—xj)
" LX) <& 2 ' T2
=Y P(x, LN T T
i J

J=0,j=i
Polinomul de gradul n care trece prin n+1 puncte date, numit si polinomul de interpolare al lui
Lagrange, are forma:

n p—
xxj

P,1(X)=Zn:y,- 11

=0 j=0,j=i X —X;

4.3.1.1. Algoritmul. Polinomul lui Lagrange
real Lagrange

(

intreg n, // gradul polinomului de interpolare
real x[ ], // vectorul absciselor punctelor cunoscute
real y[ 1, // vectorul ordonatelor punctelor cunoscute
real x, // punctul in care se calculeaza interpolarea
)
{ // declararea variabilelor locale functiei

intreg i, j ;
real sum ;
real prod ;
// corpul de instructiuni al functiei
sum=0;
pentru i= 0 + n
{
prod=1;

pentru j= 0 + n  dacid (j#i)  prod = prod 1.
x[i]=x[/]

sum = sum + y[i]* prod

}

returneazd sum;} // valoarea in punctul cerut
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INTERPOLAREA (partea 2 a)
METODE DE OPTIMIZARE (partea 1 a)

5.1 POLINOMUL DE INTERPOLARE DE SPETA INTAI AL LUI NEWTON

Face parte din clasa metodelor cu pas constant intre abscise. Aceasta se traduce prin a avea o
anumita zona preferatd, in care precizia este cea mai bund pentru un interval acoperit prin punctele xo,
X

Acest polinom de interpolare se exprima functie de diferentele finite. Fie f:a,b] >R si reteaua
X(,X{,X5,...,X, CU pasul constant .

Definitia 5.1. Se numeste diferenta finita de ordinul intdi expresia:

Af(x) = flx+h) = f(x)

unde / este pasul constant.

Diferenta finitd de ordinul n se poate defini recursiv, folosindu-se de diferenta finita de ordin n-1,
si are expresia de definitie:

A" f(x) = (A" £ (x)

X; Vi Ay; Azy,- A3y,- A4y,- Asyi A6yi
Xo Yo Ayy

X g Ay, Ay, Ny,

X V2 Ay, Ay, Ny, Ay, Ny,

X3 V3 Ay; Ay, Ny, Ay, Ny, Ay,
X4 Va4 Ay, Ay Ay Ay,

X5 Vs Ays Ay,

X6 Ve

Definitia. Se numeste putere generalizata de ordinul n a lui x expresia:
x["] = x(x - h)(x - 2h)...(x - (n - l)h)
Pentru h=0 puterea generalizata coincide cu puterea obisnuita.
1. Diferenta finita a puterii generalizate este:
Al = ]

Fie functia tabelata datd in Tabelul de mai sus, unde reteaua x,,x,,x,,xs,...,x, €ste cu pasul constant 4.

Prin cele n+1 puncte trece un polinom de gradul # pe care il cautdm de forma:

P,(x) = Cy+ Cy(x —xo M + Cy (x — x P 4. 4+C, (x — x 1™
unde
(x—x ) =(x—x)(x=x)..(x—x,,) , i=1,2,.n

Tindnd cont de formulele de calcul ale coeficientilor, polinomul lui Newton de interpolare de

speta intdi poate fi scris astfel:

oMo N e R A ]
Pn(xo)—y0+1!h (x xo) +2!h2 (x xo) + +n!h” (x xo)

14



5.1.1 Algoritmul. Newton 1

real Newton 1

(

intreg n, // gradul polinomului de interpolare

real xo, // abscisa primului punct cunoscut

real h, // pasul constant intre abscisele cunoscute
real y[ 1, // vectorul ordonatelor punctelor cunoscute
real xp, // abscisa punctului 1n care se face interpolarea
)

{ // declararea si definirea variabilelor locale

real sum ;
real prod ;
integ i, J
// corpul de instructiuni al functiei

sum = y[0]; // pornesc cu suma de la yo
prod =1 ;
pentru i= l.. n

{ //calculul diferentelor finite

pentru j= O.. n-1i vIjl = y[3+1]1 - yI[31;

. 1,1,
prod:prod*(xp—(x0+(z—1)*h))*z*?
sum = sum + y[0]*prod ;

}

returneazd sum ; // valoarea interpolata

}

5.2 POLINOMUL DE INTERPOLARE DE SPETA A DOUA AL LUI NEWTON
Pentru functia datd in Tabelul 6.1 se cauta un polinom de gradul » care trece prin cele n+/ puncte,
sub forma:
B, (x) = Cy+ Gx—x,)+ Cy(x = x, )(x = x,_ ot Gy (X = X, ) (X = X)X =) )
Polinomul de gradul » poate fi scris sub forma:

2
X )[1] +—A Y-t (x—x

n

Pn(x ):yn +?J'}l’z1 (x-

n-1

2142 nlh"

5.3 POLINOMUL LUI NEWTON DE INTERPOLARE CU DIFERENTE DIVIZATE
Fie functia f(x) datd sub forma celei prezentate in tabelul (5.1) unde reteaua x,,x;,x,,...,x, din

domeniul de definitie al functiei nu are pas constant. Fiind o metoda cu pas variabil intre abscise,
precizia sa nu este preferentiala.

Definitia 5.3. Se numeste diferenta divizata de ordinul k+i a functiei fexpresia :
f(xiaxi+1:---axi+k)_f(xi-1:xiv--:xi+k—1)

Xivk —Xi-1

f(xi-laxi:xi+1w'axi+k) =
Se determina polinomul de gradul #, de forma :
P (x)=Cy+ C(x—x5)+ Cy(x —x)(x = x) +..+C, (x —x0)(x —x)).(x = X,,_|)

cunoscand n+1 puncte (x,,y;), i=0, ...,n , care verifica polinomul.

Se observa ca P,(x,) =y, = C,-

Se calculeaza diferenta divizata de ordinul intai pentru polinomul P,(x) si se face x = x,. Rezulta:

B (xp,%) = G.

Calculand 1n continuare, se determina diferenta divizata de ordinul £ si ludnd pe x =x, se obtine

valoarea coeficientului C,:
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Cy = B(xpsX1,%5,0%), k=0, 1, ....n.
Polinomul se scrie acum sub forma:
Pn(x):yo +Pn(xoaxl)(x_x0)+Pn(xoaxlaxz)(x_xo)(x_xl)""-"
+P (xy5ee0 X, ) (X=X )(x—x,)...(x—x, )

unde fiecare diferenta divizata se calculeaza cu ajutorul formulei din definitia (5.3). Polinomul obtinut
poartd numele de polinomul lui Newton de interpolare cu diferente divizate.

5.3.1 Algoritmul . Newton 3

real Newton 3

(

intreg n, // numadrul de puncte date ale functiei
real x[ ], // vectorul absciselor punctelor date
real y[ 1, // vectorul ordonatelor punctelor date
real X p // punctul in care se interpoleaza functia
)
{ // declararea si definirea variabilelor locale

intreg i, j ;
real sum ;
real prod ;
// corpul de instructiuni al functiei
sum = y[0] ;
prod =1 ;
pentru i= 1.. n
{
// calculul diferentelor divizate
Vi)

Y =Xj

pentru j= 0.. n-1i y;
prod = prod*(f— Xi-1) 7
sum = sum + y[0]*prod ;

returneaza sum ;}

5.4. METODE DE OPTIMIZARE (partea 1)

PREZENTAREA TEORETICA
Metodele de optimizare se clasifica, in raport cu problema care se pune pentru functia {intd sau
scop, astfel:
1. Metode ce determind expresia analiticd a functiei, care aproximeaza cel mai bine o functie
tabelata datd prin puncte;
2. Metode ce determind diferiti parametri ai functiei scop (tintd), pentru a obtfine un extrem al
functiei.
5.4.1. METODA CELOR MAI MICI PATRATE
Presupunem ca avem o functie definita printr-un tabel de valori. Se mai spune ca functia este data
implicit, deci nu i se cunoaste forma in mod direct. Problema care se pune este sa determinam functia
analiticd care aproximeaza cel mai bine datele din tabel sau curba care trece prin punctele tabelului.
5.4.1.1 REGRESIA LINIARA
Se considera functia tabelata:

X X Xy X3 X4 ceeen Xm

Yy Y ¥ V3 Vs e Y
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unde m reprezintd numarul de masuratori sau de valori ale functiei. Se cere sa se determine functia
liniara de forma generala
y=ax+b

care sa aproximeze cel mai bine functia tabelata astfel ca eroarea sa fie minima.

m m m
mZx,-y,- —Zx,- Zy,-

i=1 i=1 i=1

m m 2
2
m2.x; —| 2X;
i=1 i=1

B= Y (y, —ax, —b)’
i=1

5.4.1.2. Algoritm. Regresia liniara
void Reg_Lin
(

intreg m, // numarul experientelor
real x[ ], // vectorul absciselor functiei
real y[ 1, // vectorul ordonatelor functiei
real *pA, // adresa coeficientului lui x (pointer)
real *pB // adresa termenului liber (pointer)
real *E // adresa erorii (pointer)
)
{ // declararea si definirea variabilelor locale

real sx, Sy, SxXX, SXY ;
intreg i ;

// corpul de instructiuni al functiei
sx== 0 ; sy, = 0 ; sxy = 0 ; sxx = 07
pentru i= 1 + m
{
Sx = sx + x[1] ;
sy = sy + yli] ;
Suy = Swy + x[i1*y[i] ;

Sxx = Sxx + x[1]1*x[1] ;
}
m-s.-S.-S S S80S
xyPx Py _ Pxx PyTx Pxy
*pA =— 2 X TV . xpR = :
m:- S, =Sy Sy Mm-S, =Sy " Sy

// se calculeaza eroarea
pentru i= 1 =+
*E=*E+ (y[1]-(*pa) *x[1]- (*pb))?2
}

5.4.2.1.REGRESIA HIPERBOLICA

Fie functia numerica data in tabel. Cautam determinarii functiei hiperbolice: y = 7
ax

care aproximeaza cel mai bine functia numerica. Valorile lui a si b sunt:
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m m 1 m xi
)

[ixi] —mixiz
)= )

2
m m
2
mz X; —(E x,}
i=1 i=1

E:i(L—axi ~b)?

i=1 i

a

S|
Z

b:

Pentru a liniariza rezolvarea sistemului s-a lucrat cu inversele valorilor lui y, adicd 1/, motiv
pentru care sumele sy si sxy contin valorile inversate pentru y.

5.4.2.2. Algoritm. Regresia hiperbolici
void Reg_Hip
(

intreg m, // numarul experientelor

real x[ 1, // vectorul absciselor functiei numerice
real y[ 1, // vectorul ordonatelor functiei numerice
real *pA // adresa coeficientului lui a (pointer)
real *pB // adresa coeficientului lui b (pointer)
real *E // adresa erorii (pointer)

)

{ // declararea si definirea variabilelor locale

real sx, Sy, Sxx , Sxy ;
intreg 1 ;
// corpul de instructiuni al functiei
sx=07; sy =07 sxy =0 ; sxx =0 ;
pentru i= 1-+m

{
Sx = sx + x[1] ;
1
Sy = Syt——=7
Vi
x[7]
Sxy= Sxy+_‘;
Vi
Syx = Sxx + x[1]1*x[i] ;
}
m-s. —S._-S “Six 8,781, S,
*pA - v X F ; *pB . ;
Mm-S, —58.8, M-S, -S, -8,

// se calculeaza eroarea
pentru i= 1+ m
*E=*E+( y[i]-1/ ((*pa) *x[i]+ (*pb)) )?2;
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