Lucrarea l
GRAFURI DE PROCEDURA

CALCULUL VALORII UNUI POLINOM FOLOSIND UN NUMAR
MINIM DE OPERATII DE INMULTIRE

SCOPUL LUCRARII

In prima parte a lucrarii sunt aduse in discutie grafurile de procedurd, ca metodd de calcul a marginii
erorii relative pentru diferite expresii si aplicarea acestei metode in cdteva situatii practice concrete.

In a doua parte a lucrarii se propune calculul valorii unui polinom folosind un numar minim de
operatii de inmultire.

1.1. GRAFURI DE PROCEDURA
Aceste grafuri sunt binare, adica intr-un nod intra cel mult doua marimi si iese o singura marime.
Pentru fiecare operatie aritmetica marca grafului se calculeaza diferit.
Operatia de adunare.
Se dau valorile erorilor relative &, si &, ale marimilor care se insumeaza si eroarea de rotunjire
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Fig.1.1. - Graful operatiei de adunare
Eroarea la iesirea grafului este:

X

Operatia de scidere
Eroarea la iesirea grafului este data in urmatoarea formula, iar graful este prezentat in fig. 1.2.




Indrumar de laborator pentru Metode Numerice

Fig.1.2. - Graful operatiei de scadere

Operatia de inmulfire

Fig.1.3. - Graful operatiei de inmulfire

Operatia de impdrtire. Eroarea la iesirea grafului este:

Eyy =&, — &, &

Fig.1.4. - Graful operatiei de inmulfire
Operatia de extragere a radécinii patrate are marca grafului constanta egald cu - si este prezentata
in figura 1.5.

Fig.1.5. - Graful operatiei de extragere de raddcind patratd

Eroarea marimii la iesirea grafului este:
e5=WU2¢, +e
Pentru usurinta calculului marcilor grafului se tine seama de modul de calcul prezentat anterior
pentru fiecare operatie aritmeticd. Cunoscand erorile relative ale marimilor care intrd intr-o expresie in
care avem operatiile de baza ale aritmeticii, putem sa determindm eroarea finald a expresiei cu ajutorul
grafurilor de procedura.

1.2 PROBLEME DE LABORATOR

1. Fie aun numar pozitiv rotunjit iIn mod obisnuit, iar 3 nu are eroare. Se dau expresiile:
u=a+a+a, si



v=3a
Sa se arate, cu ajutorul grafurilor de procedurd, ca marginea erorii relative a lui u este mai
mare ca marginea erorii relative a lui v.
Se consideri expresiile u=a®+2a+1 si v=(a+1)? unde a este un numdr pozitiv rotunjit in
mod obisnuit §i presupunem cd 1 si 2 nu au erori. Sd se arate cd pentru a foarte mare
marginile erorii relative a lui u si v devin aproximativ egale iar pentru a foarte mic marginea
erorii relative a lui U devine aproximativ de trei ori mai micd decat marginea erorii relative a
lui V. Numdrul maxim de cifre al mantisei admise de calculator este t. Sa se calculeze
marginile erorii relative ale expresiilor date si pentru cazul cand a este exact.
Se considera un circuit R, L, C alimentat de la o sursa U. Stiind ca frecventa sursei are variatia
&, 1ar R, L, C au variatiile &z,¢,¢., sa se traseze graful impedantei circuitului si sa se
determine o margine a erorii relative a ei.
Se considera circuitul din figura 1.6 in care R, =4.7KQ si tolerantag;, =10%, R, =6.8kQ2

si toleranta &, =5%, R, =7,5kQ cu toleranta &, =10% si R4 = 10kQ cu toleranta &4 =

10%. Sa se calculeze erorile relative a rezistentelor. S& se deduca formula de calcul a
rezistentei echivalente a circuitului intre punctele A si B. Scrieti toate valorile in virgula
mobila si considerand ca toate erorile sunt mai mici decat eroarea relativa a rotunjirii simetrice
determinati eroarea relativd maxima a rezistentei echivalente. Considerati numarul de cifre
semnificative a valorilor t = 2.

R R»

A.—[ N— l_—_

-l ol

Be ®

Fig. 1.4 - Circuitul pentru problema 4
Se considera amplificatorul operational din figura 1.7. Considerind rezistentele R, =100kQ2

cu toleranta de & =10% si R, =10MQ cu toleranta de &, =10% sa se determine eroarea

maxima a amplificarii. Se calculeaza erorile relative a rezistentelor, se fac calculele in virgula
mobila si consideram numarul de cifre semnificative t = 2.
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Fig. 1.5 - Circuitul pentru problema59
6. Folosirea simultana a tipurilor reale si intregi

Vom alege un scurt program, ce presupune utilizarea ambelor tipuri de date (reale si intregi)
pentru a rezolva problema propusa.

Orice programator va trebui sa foloseasca cu atentie tipurile mixte, pentru ca este vorba despre
spatii de memorie in principiu diferite, dar mai ales de doud mulfimi de numere, in spetd Z si R,
care nu au o echivalenta imediata intre valorile lor.

Va trebui utilizat si mecanismul conversiilor explicite, pentru a garanta pastrarea informatie,
si a evita pierderea acesteia - datoratd de exemplu micsorarii spatiului de memorie prin trecerea de
la real la intreg.

Pentru programul urmator, compilatorul avertizeaza programatorul asupra unor conversii intre
tipuri de date incompatibile. Aceste avertismente se refera la situatiile in care nu apare operatorul
de conversie explicita. Pentru celelalte situatii totul este in reguld, pentru cd odata ce intalneste
conversia explicita compilatorul presupune ca programatorul stie ce face. Avertismentele tin si de
modul in care este configurat compilatorul, avand in vedere ca se pot impune optiuni in linia de
comanda in momentul lansarii sale in executie.

// tipuri mixte de date
#include<iostream>
using namespace std;

int main ()

{

int nr ; // implicit cu semn

unsigned int nrl; // fara semn

float rez = -2.1;
// folosirea mixta a tipurilor de date - fara conversie implicita
// Numarul intreg este cu semn

nr = rez;

cout << "\n Fara conversie implicita -> numarul intreg este "

<< nr;

// folosirea mixta a tipurilor de date - cu conversie implicita
// Numarul intreg este cu semn

nr = (int)rez;

cout << "\n Cu conversie implicita -> numarul intreg este "

<< nr;

// =============
// folosirea mixta a tipurilor de date - cu conversie implicita
// Numarul intreg este fara semn

nrl = rez;

cout << "\n Fara conversie implicita -> numarul intreg este "

<< nrl;

// folosirea mixta a tipurilor de date - cu conversie implicita
// Numarul intreg este fara semn

nrl = (int)rez;

cout << "\n Cu conversie implicita -> numarul intreg este "

<< nrl;

// final program
cin >> nr;
return O;
}
Compilatorul va avertiza programatorul prin mesajele:
Line 14 [Warning] assignment to “int' from "float'
Line 25 [Warning] assignment to “unsigned int' from “float'



Este vorba despre liniile 14 si 25 din program, in care nu apar operatorii de conversie explicita, si
se impune unui numar real sa fie salvat intr-un numar intreg. Astfel de situatii pot usor sa fie trecute cu
vederea, ceea ce are consecinte importante Tn momentul rulérii programului.

Pentru situatia In care numarului real i se impune sa fie retinut in spatiul asociat unui numar intreg
scurt (2B), fara a se face apel la conversia explicita, s-ar putea da urmatoarea interpretare operatiei: se
pleaca de la bitul 0, se numara 16b (adica 2B) si ceea ce rezulti este salvat in numarul intreg. Insa nu
este vorba despre o trunchiere fizicd a bitilor mantisei! Rezultatul oferit de compilator in absenta
conversiei explicite este intr-adevar eronat, dar pentru situatia in care numarul Intreg este fara semn.
Pentru celalalt caz, desi rezultatele sunt similare si cu si fard operatorul de conversie explicita, este
indicat ca de fiecare data sd se foloseasca operatia de conversie, pentru ca nu se stie ce generatie de
compilator este folosit.

CALCULUL VALORII SI A DERIVATEI UNUI POLINOM FOLOSIND UN
NUMAR MINIM DE OPERATII DE INMULTIRE

P.(X)=(.((a,x+a,)x+a, ,)X+...+a,)X+a,

1.3. Algoritm. Valoarea Polinomului
real ValPol ( intreg grad, real coef[], real point)
{ /Ideclararea si definirea variabilelor locale
intreg i;
real b;
/lcalculul valorii polinomului

b=coef[grad];
pentru i=grad + 1

b=b*point + coef[grad-1];
returneaza b;

}

1.4. Algoritm. Valoarea Derivatei Polinomului
real DerPol ( intreg grad, real coef[], real point)
{ /ldeclararea si definirea variabilelor locale
intreg i;
real der;
/lcalculul valorii derivatei polinomului

der=grad*coef [grad];
pentru i=grad-1 + 1

b=b*point + i*coef[i];
returneaza b;

}
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Lucrarea 2

REZOLVAREA NUMERICA A ECUATIILOR ALGEBRICE

21. METODE DIRECTE PENTRU REZOLVAREA ECUATIILOR
2.1.1. Algoritm. METODA BISECTIEI pentru ecuatii transcendente

Real Bis Functie

(

real 1s, // limita stanga a intervalului de calcul
real 1d, /I limita dreapta a intervalului de calcul
real er /I eroarea de calcul (precizia impusa)
int *k /I contor - pasii necesari pt gasirea radacinii
)
{
// declaratiile variabilelor locale:
real xm; /I mijlocul intervalului
real rad; // radacina
xm= (1s+1d) /2; /I conditia de intrare in ciclul ‘while’
cat timp( (fabs(ld-1s) > er) SI (f(xm) != 0) )

{ *k=(*k)+1;
xm=(1ls+1d)/2;
daca ( f(xm) * £(1s)<0 ) 1d = xm;

altfel 1s = xm; /I se stabilesc noile limite de interval
}
rad = xm; /I la fel de bine radacina este fie a fie b
return rad; /I intoarce radacina la numele functiei
}

2.2. METODE INDIRECTE PENTRU REZOLVAREA ECUATIILOR
2.2.1. Algoritm. METODA APROXIMARILOR SUCCESIVE

Real Aprox Succesive

(

real 1ls, // limita stanga a intervalului de calcul
real 1d, /Il limita dreapta a intervalului de calcul
real x0, /I punctul de start - aproximatia initiala
real er, /I eroarea de calcul

int *k /I contor - pasii necesari pt gasirea radacinii

// declaratiile variabilelor locale:

real pc; Il punctul curent de derivare

real xn, xn 1; // aproximatiile curentd si anterioara ale radacinii

real der; /I retine valoarea derivatei lui fi(x)

real h; /I pasul de derivare intre doua abscise

pc = 1ls; [Iverifica dc fi(x) are derivata subunitara pe tot intervalul [ls,Id]
repeta

{ der = (fi(pc+h) - fi(pc)) / h;
daca (fabs(der) >=1) {
tipareste mesaj de ,eroare”;



incheie fortat programul

}

pc=pc+h; // trec la urmatoarea abscisa

} cat timp (pc<=1d);

/I contor - pasii necesari pt gasirea radacinii

cat timp (fabs(xn-xn_ 1) >= er);

rad = xn; // valoarea radacinii este valoarea lui ‘xn’

return rad; /I intoarce radacina la numele functiei

}

Obs.: Este foarte important sa calculati una sau mai multe functii fi(x), pentru a verifica
apoi daca indeplinesc conditia de contractie, valoarea absoluta a derivatei sa fie subunitara.

Exemplu:

Daca f(x)=exp(3*x)-2*x*x-1.618 functiile fi(x) pot avea una din expresiile:

1) fi(x)=sqrt((exp(3*x)-1.618)/2);

2) fi(x)=In(2*x*x+1.618)/3;

3) fi(x)= exp(3*x)-2*x*x-1.618+x;

2.3. METODA TANGENTEI sau NEWTON RAPHSON
2.3.1. Algoritmul. Newton-Raphson pentru ecuatii transcendente

real NewtonRaphson

(
real x0, /I valoarea initiala necesara algoritmului
real er, /I eroare de aproximare radacinii
real h, /I valoarea pasului de derivare

int nMax
intreg *k

/I numarul maxim de iteratii impus
/I calculeaza numarul de pasi din care s-a gasit solutia

/I declaratiile variabilelor locale:

real xn, xn 1; // valoarea aproximatd, curent si anterior a radacinii
real der; /I valoarea derivatei

xn=x0; *k=0;

repeta

{

xn 1l=xn;

der=( f(xn 1+h)-f(xn 1)

dacd (der == 0) {tiparste ,erocare”; exit(0)} /lies fortat din program
xn = xn 1 - f(xn 1)/der;

nMax = nMax-1;

(*k) ++;

} cat timp ((fabs(xn-xn 1)>=er)
(nMax= =0)

daca
return xn;

) /h;

SI (nMax>0));
{tiparste ,erocare”; exit(0)};
/I s-a returnat valoarea solutiei in caz de succes

/lies fortat din program
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REZOLVAREA NUMERICA A SISTEMELOR LINIARE
Xy + A%y + .o+ X, =by
e T e (31)
Ay Xy + 80Xy + o+ App Xy, = by,

3.1.METODE DIRECTE

Aceste metode sunt caracterizate prin aceea ca pot oferi solutia exactd a sistemului de rezolvat,
daca sunt indeplinite conditiile de existenta.

3.1.1. METODA LUI GAUSS DE ELIMINARE (ALGORITMUL)
real Gauss

(

intreg n, /1 ordinul sistemului
real A[][N], /I matricea sistemului
real B[], /I vectorul termenilor liberi
real XI[] // vectorul solutiilor
)
{ // declaratiile si definitiile variabilelor locale
intreg 1i; /I indicele liniei
intreg k; /I indice suplimentar al liniei
intreg j; // indice coloana
real m; /I multiplicator
real d; /I determinantul sistemului
pentru i = 1,n—1/{ [l for 1
pentru k = i+ln {

m = A[k][i]/A_[i][i];
pentru j = i,n A[k][]J] = A[k][]] - m*A[i]([]];
Blk] = B[k] - m*B[1];

} /I for 1

d=1; // initializarea cu 1 a valoarii determinantului
daca (A[n][n] = = 0) returneaza 0O;

pentru 1 =1n d = d*A[i][i];

// Rezolva sistem superior triunghiular

pentru i = n1 {
x[1] = B[1];
pentru j = n,i+1 x[1] = x[i] - A[i][]J]*x[]];
x[1] = x[1] / A[i][i];
}
returneaza d; /I returneaza la numele functiei valoarea determinantului



3.2. METODE INDIRECTE
3.2.1. METODA LUI JACOBI

Fie sistemul liniar (3.1). Se expliciteaza fiecare necunoscuta din sistem de pe diagonala principala
functie de celelalte necunoscute ale sistemului. Se alege o solutie a sistemului oarecare x\¥ x{...x\?,
ce va reprezenta solutia de start, dupa care se continud iteratiile, pana cand doua solutii succesive

difera cu mai putin de o eroare impusa (precizia impusa).

3.2.2 Algoritmul. Metoda lui Jacobi
intreg Jacobi

(

intreg n, /1 ordinul sistemului;

real A[][N], /I matricea sistemului;

real B[], I vectorul termenilor liberi;

real X[] // vectorul de start la intrare, solutia la iesire
)
{

// declaratiile si definitiile variabilelor locale

intreg i, 3; /I indici;
real sum;
real Xn[N], Xn 1[N]; // solutiile la pasul curent si precedent

intreg sem;

// Verifica dacd matricea e dominant-diagonala — important!!!

pentru i= 1n{

sum = 0;

pentru j= 1n sum = sum + fabs (A[i][3]);
daca (sum > 2*fabs(A[1][1])) returneaza 1;
}

/I se salveaza valorile continute de vectorul de start X;
pentru i= 1n Xn[i] = X[1i];

executa
{
sem = 0;
pentru i= 1n Xn 1[1i] = Xn[i];
pentru i= 1n
{

Xn[i] = B[i];
pentru j= 1,n
daca (j != 1) Xn[i] = Xn[i] - A[i][3J] * Xn_1[3]];
Xn[i] = Xn[i]/A[i][4i];
}
pentru i= 1n
daca (fabs(Xn[i]-Xn 1[i]) > eps ) sem = 1;
} cédt timp (sem = = 1);
pentru i= 1 X[1i] = Xn[i]; /I se salveaza valorile solutiei in vectorul de X

—

N
returneaza 0;}
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DERIVAREA NUMERICA
INTEGRAREA NUMERICA
INTERPOLAREA (partea 1)

4.1. DERIVAREA NUMERICA.
4.1.1. DERIVATA NUMERICA PRIN DOUA PUNCTE

f(x0+ﬂj - f(xo—ﬂj
' 2 2
f (%)~ h
4.1.2.DERIVATA NUMERICA PRIN TREI PUNCTE
h? f (%o + p) + (15 = 0 ) F(x5) = hE T (% — )
hth(h1+ hz)
Pentru h, = h, =h/2 se obtine formula derivatei numerice prin doua puncte.
4.1.3. DERIVATA NUMERICA PRIN CINCI PUNCTE

f'(xo):ﬁ[f (% —2h)—8F (x,—h)+8f (X, +h)—f (%, +2h)]

f'(xo) ~

4.2. INTEGRAREA NUMERICA
4.2.1. METODA LUI RICHARDSON
Aceastd metoda da o precizie mai buna de calcul a integralei numerice decat metoda trapezului si
s-a obtinut prin modificarea metodei trapezului. Este o metodd in care apare dubla-divizare a
intervalului de integrare.
Se pleaca de la eroarea de trunchiere a metodei trapezului, care pentru o diviziune de latime h este:
er.h = Ch% h= (b-a)/n,
Pentru cealaltd diviziune, k = (b-a)/m, se obtine eroarea de trunchiere:
er, k=Ck®
Pentru fiecare diviziune se poate scrie:
I=1Iy+ern
respectiv
I =k + erx
Eliminéand constanta C intre relatiile de mai sus, se obtine expresia:

I -1
— h™ 'k
=1 +—
— )1
G 5
expresie ce poartd denumirea de formula lui Richardson.

4.2.1.1. Metoda lui Richardson (algoritm)
real I_Richardson

(
real 1s, // limita stdnga a intervalului de integrare
real 1d, // limita dreapta a intervalului de integrare
intreg n, // numarul de subintervale 1
intreg m // numarul de subintervale 2

)

10



{

// declararea si definirea variabilelor locale

real h; // valoarea lungimii unui subinterval divizat in n sub-diviziuni
real k; // valoarea lungimii unui subinterval divizat im m sub-diviziuni
real sumh; // valoarea integralei cu diviziunea h
real sumk; // valoarea integralei cu diviziunea k
real sum; // valoarea integralei
intreg 1i; // indice Intreg pentru ciclul ‘for()’
// instructiunile de calcul
Id—Is Id—Is
h= k=
n . m

sumh=(f(ls)+f(Id))/2*h;
sumk=(f(ls) +f(Id))/2*k:

pentru i= 1 + n-1
sumh = sumh + h*f (ls + i*h);
pentru i= 1 + m-1

sumk = sumk + k*f (ls + i*k);
sum=sumh + (sumh-sumk)/( (k/h)*(k/h)-1 );
returneaza sum;

}

Aceastd metoda determind punctele de divizare ale intervalului de integrare astfel ca eroarea de
calcul a integralei sa fie minima.

4.2.2. METODA CUADRATURII GAUSSIENE CU DOUA PUNCTE (tema)
Aceastd metoda reduce orice interval de integrare [a,b] la intervalul [-1,1] cu ajutorul formulei de
substitutie.
_ 2x—(b+a)
" b-a
Pentru x=1 rezulta y=-1, iar pentru x=Db rezulta y=1. Din relatia (5.11) se poate scrie:
x=5(b=a) y+5(b+a)

si de aici:

dx:%(b— a)dy

Ca urmare, integrala initiald in forma I= Jp f(X)dX se transforma in integrala:
a

+1 1 1 1 +1
1= f{—(b —a)y+=(b+ a)}—(b —a)dy = [fi(y)dy
L2 2 2 °
in care noua variabila este y.
Integrala de mai sus este in final aproximata printr-o suma, asa cum s-a facut de fiecare data (din
punct de vedere matematic integrala devine o suma). Mai exact:

[ty = >k, -fiey,)

11
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Precizia metodei este cea mai buna intre metodele de integrare de tip cuadratura (pentru functii de
o variabild). Aceastd putere de calcul este de fapt justificatd, din moment ce metoda foloseste in
rezolvare polinoamele Legendre. Echivalentul matematic este acela de aproximare a functiei concrete
de integrat printr-un polinom Legendre echivalent, pentru un anumit grad dorit de catre utilizator. Cu
cat gradul preluat in calcule este mai mare, cu atat precizia metodei evident creste.

Polinoamele Legendre sunt definite pe intervalul [-1, 1]. De aceea se impune schimbarea limitelor
de integrare initiale. Pe acest interval polinoamele prezintda un numar de radacini reale, distincte
(gradul de multiplicitate al fiecarei solutii este 1). Din cauza ca aceste radacini nu sunt egal departate
intre ele, si nici fatd de capetele intervalului de integrat, aceastd metoda este clasificata drept metoda
cu divizare variabila.

Aceastd precizie de calcul se poate impune in mod direct, prin stabilirea gradului polinomului
Legendre dorit in calcul.

Exista valori tabelate ale radacinilor acestor polinoame (notate aici cu Y;), ca si a ponderilor (Kj),
valori ce intervin in relatia de calcul de mai sus.

Pentru N=3 aceste valori sunt: k;=5/9, k2=8/9, ks=5/9 Si

y1=0.7745, y,=0, ys=-0.7745

4.2.3. CALCULUL NUMERIC AL INTEGRALELOR DUBLE
Pentru simplitate vom considera domeniul de integrare al functiei de doua variabile un dreptunghi

It cpaay=1 | (xyyanay
D a C

reprezintd integrala dubla dintr-o functie de doud variabile. Pentru calculul valorii acestei integrale

vom utiliza formula de cubatura a trapezului in continuare.

4.23.1. FORMULA DE CUBATURA A TRAPEZULUI

Intervalele de integrat [a,b] si [c,d] se impart in subintervale de lungimi egale
T n  sirespectiv T

si se considera dreptunghiul cu varfurile [Xi ’ yi] , [Xi+1’ yi] , [Xi+1’ yi+1] , [Xi ' yi+1]
n-1m-1 khn—lm—l
' Zo Zo 'ii:TZO .ZO [FOGy )+ FOGY )+ F Oy D+ F (1Y )]
1= 1= 1= 1=
expresie cunoscuta sub numele de formula de cubatura a trapezului. Unde x;=a+i*h, y=c+j*k;

4.2.3.2. Algoritmul. Metoda cubaturii trapezului
real I_Cubatura Trapez

(

real a, // limita stanga a intervalului de integrare pe axa Ox
real b // limita dreapta a intervalului de integrare pe axa Ox
real c, // limita stanga a intervalului de integrare pe axa Oy
real d, // limita dreapta a intervalului de integrare pe axa Oy
intreg n, // numarul de subintervale pe axa Ox

intreg m // mumarul de subintervale pe axa Oy

)
{

// declararea si definirea variabilelor locale
intreg i, 3J;

real h; // valoarea lungimii unui subinterval diviziunea n
real k; /I valoarea lungimii unui subinterval diviziunea m
real sum; // valoarea integralei

12



// instructiunile de calcul ale metodei

h=b-a ,_d-c

n 7 m
sum = 0;
pentru i= 0 + n-1
pentru j= 0 + m-1
sum = sum+ (h*k)/4*( f(a+i*h, c+j*k) + f(a+i*h, c+(j+1)*k) +
+ f(at(i+1l)h,c+j*k) + f(at+(i+l)h, c+(j+1)*k) );
returneaza sum;

}

4.3.INTERPOLAREA (partea 1)

4.3.1. INTERPOLAREA POLINOMIALA LAGRANGE
Se considera functia data prin urmatorul tabel:

X Xo Xy . Xy . X
y Yo Y : Y ~ ] Yn

n H n H(X_Xj) n n
P00 =R 00 Z =l
i=0 | | i=0 H(X —X. ) i=0 =0, i

j=0, j#i
Polinomul de gradul n care trece prin n+1 puncte date, numit si polinomul de interpolare al lui
Lagrange, are forma:

n n
X)=2% ]
i0  j=0,jA X — X
4.3.1.1. Algoritmul. Polinomul lui Lagrange
real Lagrange

(

intreg n, /I gradul polinomului de interpolare
real x[ 1, I vectorul absciselor punctelor cunoscute
real yI[ 1, I/ vectorul ordonatelor punctelor cunoscute
real X, // punctul in care se calculeaza interpolarea
)
{ /I declararea variabilelor locale functiei

intreg 1, J ;
real sum ;
real prod ;
/I corpul de instructiuni al functiei

sum=0;

pentru i= 0 + n

{

prod=1;

pentru j= 0 + n  dacd (j#i) prod= prod X._X[J]' :
x[i]-x[]]

sum=sum+ y[i]* prod;

}

returneaza sum; } /I valoarea in punctul cerut

13
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Lucrarea 5

INTERPOLAREA (partea 2 a)
METODE DE OPTIMIZARE (partea 1 a)

5.1 POLINOMUL DE INTERPOLARE DE SPETA INTAI AL LUI NEWTON
Face parte din clasa metodelor cu pas constant intre abscise. Aceasta se traduce prin a avea o
anumita zond preferata, in care precizia este cea mai bund pentru un interval acoperit prin punctele Xo,
o Xn.
Acest polinom de interpolare se exprima functie de diferentele finite. Fie f:a,b] >R si reteaua
X, X1, X5,-.-, X, CU pasul constant h.
Definitia 5.1. Se numeste diferenta finita de ordinul intdi expresia:
Af(x)= f(x+h)— f(x)
unde h este pasul constant.
Diferenta finita de ordinul n se poate defini recursiv, folosindu-se de diferenta finita de ordin n-1,
si are expresia de definitie:
A F(x) = A(A" £ ())

X i AY; A2y, Ay, Ay, Ny | Ay,
Xg Yo Ay

X, Vi Ay Ny, | Ay,

Xp Y2 Ay, Ay, Ay, Aty, Ay,

X3 Y AYs Ny, | Ay, Ay, Ky | Ay,
X4 Ya Ay, Ay, Ay, Aty,

Xg Y5 Ays N Y4

Xg Ye

Definitia. Se numeste putere generalizata de ordinul n a lui x expresia:
X[ = x(x — h)(x — 2h)...(x—(n-1)h)
Pentru h=0 puterea generalizata coincide cu puterea obisnuita.
1. Diferenta finitd a puterii generalizate este:
Ax[M = phx [

Fie functia tabelata data in Tabelul de mai sus, unde reteaua xg, Xy, X,, X3, ..., X, €ste cu pasul constant h.

Prin cele n+1 puncte trece un polinom de gradul n pe care il cautam de forma:

R.(0) = Co + Cu(x = xg)M + Cp(x = x0)P+.. 4+ (x = %o )™
unde
(X=%)T = (X=X )(X = X,)..(X—=X; 1), i=1,2,..n
Tinand cont de formulele de calcul ale coeficientilor, polinomul lui Newton de interpolare de

speta intdi poate fi scris astfel:
Ay 1 Azy 2 A"y
Pn(xo)—_ Yo +Tﬁ(x—xo)[ ] + 2!hg (x—xo)[ ] +--~+rhr?(x—x0)[n]

14



5.1.1 Algoritmul. Newton 1

real Newton_ 1

(

intreg n, /I gradul polinomului de interpolare

real xo, // abscisa primului punct cunoscut

real h, // pasul constant intre abscisele cunoscute
real y[ ], I/ vectorul ordonatelor punctelor cunoscute
real xp, // abscisa punctului in care se face interpolarea
)

{ // declararea si definirea variabilelor locale

real sum ;
real prod ;
integ i, 3J ;
// corpul de instructiuni al functiei

sum = y[0]; /I pornesc cu suma de la yo
prod = 1 ;
pentru i= 1.. n
{ //calculul diferentelor finite
pentru j= O.. n-1i vIijl = yv[3+1]1 - vI[31;
. 1.1
rod = rod*(x —(xg+(i—-1 *h)*—*T;
prod = prod *(x; —(xo + (i ~1) *h)) ¥+
sum = sum + y[0]*prod ;
}
returneazd sum ; // valoarea interpolata

}

5.2 POLINOMUL DE INTERPOLARE DE SPETA A DOUA AL LUI NEWTON
Pentru functia data in Tabelul 6.1 se cauta un polinom de gradul n care trece prin cele n+1 puncte,
sub forma:
PA(X) = Co+ Gu(X = X) + Co(X = X )X = Xg_y oo 4 C (X = X )X = Xg_1)-o (X =) )
Polinomul de gradul n poate fi scris sub forma:
Ayn Az Yna

RJX):yn+Im{X_XOM+'2m2

A"y,

nth"

(x—xl)[n]

(X_XH)[Z] i

5.3 POLINOMUL LUI NEWTON DE INTERPOLARE CU DIFERENTE DIVIZATE

Fie functia f(x) data sub forma celei prezentate in tabelul (5.1) unde reteaua Xg,%;,Xy,...,X, din
domeniul de definitie al functiei nu are pas constant. Fiind o metoda cu pas variabil intre abscise,
precizia sa nu este preferentiala.

Definitia 5.3. Se numeste diferenta divizata de ordinul k+i a functiei f expresia:
f(xi1xi+lv"'!xi+k)_ f(xi—llxi7"'vxi+k—l)

Xitk —Xja

f(xi—l!xi:Xi+l,...,Xi+k):

Se determind polinomul de gradul n, de forma :
R (X) = Co + Ci(X —Xg) + Co(X = X )(X = X H. 4 C, (X = Xg ) (X = X1)... (X = X5 1)

cunoscand n+1 puncte (x;,y;), i=0, ...,n, care verifica polinomul.

Se observd ca P, (%) = Yo = Cy-

Se calculeaza diferenta divizata de ordinul intdi pentru polinomul B,(x) si se face x = x;. Rezulta:

Pa(X0. %) = G;.

Calculand in continuare, se determina diferenta divizata de ordinul k si luand pe x = x, se obtine

valoarea coeficientului C,:

15
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Cy = P,(Xo. X X005 %), k=0, 1, ...,n.
Polinomul se scrie acum sub forma:
P, (X) = Yo + P, (Xg, X, )(X=Xg) + P (Xg, X5 X5 )(X =X ) (X=X, ) +...
+ P (Xgsees X ) (X=X ) (X=X, ) (X=X, ;)

unde fiecare diferentd divizata se calculeaza cu ajutorul formulei din definitia (5.3). Polinomul obtinut
poartd numele de polinomul lui Newton de interpolare cu diferente divizate.

5.3.1 Algoritmul . Newton 3
real Newton_3

(

intreg n, // numarul de puncte date ale functiei
real x[ 1, /I vectorul absciselor punctelor date
real y[ 1, /I vectorul ordonatelor punctelor date
real X, // punctul in care se interpoleaza functia
)
{ // declararea si definirea variabilelor locale

intreg i, j ;
real sum ;
real prod ;
// corpul de instructiuni al functiei
sum = y[0] ;

prod = 1 ;
pentru i= 1.. n
{
// calculul diferentelor divizate
Yiaa —Yj
pentru j= 0.. n-i i :—JiL——i;
Xji = Xj

prod = prod* (X - xi.1) ;
sum = sum + y[0]*prod ;

returneaza sum ;}

5.4. METODE DE OPTIMIZARE (partea 1)

PREZENTAREA TEORETICA
Metodele de optimizare se clasifica, in raport cu problema care se pune pentru functia tintd sau
scop, astfel:
1. Metode ce determind expresia analiticd a functiei, care aproximeazd cel mai bine o functie
tabelata data prin puncte;
2. Metode ce determina diferiti parametri ai functiei scop (tinta), pentru a obtine un extrem al
functiei.
5.4.1. METODA CELOR MAI MICI PATRATE
Presupunem ca avem o functie definita printr-un tabel de valori. Se mai spune ca functia este data
implicit, deci nu i se cunoaste forma in mod direct. Problema care se pune este sd determinam functia
analitica care aproximeaza cel mai bine datele din tabel sau curba care trece prin punctele tabelului.
5.4.1.1 REGRESIA LINIARA
Se considera functia tabelata:

X Xy Xo X3 X, X
y Y1 Y, Y3 Y4 e Y
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unde m reprezintd numdrul de mdsurdtori sau de valori ale functiei. Se cere sa se determine functia
liniard de forma generala

y=ax+b
care sa aproximeze cel mai bine functia tabelata astfel ca eroarea si fie minimd.

mZiXiYi _zxi zyi
i=

ac =1 i=1
- m m 2
mY xZ — (Z xij
i=1 i=1
m m m m
DREDNTEDRIPR AT
b= i=1 i=1 i=1 =1

mgllxi2 —(i xijz

i=1

5=y, -ax, b’

5.4.1.2. Algoritm. Regresia liniara
void Reg_Lin
(

intreg m, // numarul experientelor
real x[ 1, // vectorul absciselor functiei
real y[ 1, // vectorul ordonatelor functiei
real *pA, /I adresa coeficientului lui x (pointer)
real *pB / adresa termenului liber (pointer)
real *E // adresa erorii (pointer)
)
{ /I declararea si definirea variabilelor locale

real sx, Sy, SXX, SXy ;
intreg 1 ;

// corpul de instructiuni al functiei
sx= 0 ; sy =0 ; sxy = 0 ; sxx = 0;
pentru i= 1 + m
{
Sx = Sx + x[1] ;
sy = sy + ylil
Sxy = Sxy+ X[l]*y[l] ;

Sxx = Sxx T x[1]*x[1] ;
}
vph _M-S,y-8y Sy . epm _ SuctSySx Sy ;
M- Sy =Sy - Sy M- Sy =Sy - Sy
/I se calculeaza eroarea
pentru i= 1 + m

*E=*E+ (y[i]- (*pa) *x[1i]- (*pb))?2
}

5.4.2.1. REGRESIA HIPERBOLICA
Fie functia numerica data in tabel. Cautam determinarii functiei hiperbolice: y=——

care aproximeaza cel mai bine functia numerica. Valorile lui a si b sunt:

17
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O Homy X
q=_it i1 Y

i i=1 Y
S HA - D3 x)
ho_= Yi = i=1 yiz =
mim X; —(ixij

m 1 )
E= Y (——ax, —h)
i=1 i

Pentru a liniariza rezolvarea sistemului s-a lucrat cu inversele valorilor lui y, adica 1/y, motiv
pentru care sumele sy si SXy contin valorile inversate pentru y.

5.4.2.2. Algoritm. Regresia hiperbolica
void Reg_ Hip
(

intreg m, // numarul experientelor

real x[ ], /I vectorul absciselor functiei numerice
real y[ 1, // vectorul ordonatelor functiei numerice
real *pA /I adresa coeficientului lui a (pointer)
real *pB /I adresa coeficientului lui b (pointer)
real *E /I adresa erorii (pointer)

)

{ // declararea si definirea variabilelor locale

real Sx, Sy, Sxx r Sxy 7
intreg i ;
// corpul de instructiuni al functiei
sx=0; sy =0 ; Sgy = 7 Sxx = 0
pentru i= 1l-+m
{

Sx = sx t x[1] ;

1
Sy = Syt ——7
yli]
X[i]
Sxy= SxyT —_ 7
yli]
Sxx = Sxx t X[l]*X[l] 7
}
m-s,, —S, -S *Syy *Sy-Syy S
wpn =Sy TSCSy e Sec SOy
M-Sy, —S,Sy M-S, -Sy - Sy

/I se calculeaza eroarea
pentru i= 1+ m
*E=*E+ ( y[1]-1/((*pa)*x[i]+(*pb)) )?;

18



Lucrarea 6

METODE DE OPTIMIZARE (partea 2 a)

REZOLVAREA NUMERICA A ECUATIILOR DIFERENTIALE DE
ORDINUL I

6.1. REGRESIA EXPONENTIALA

Daca se constata ca functia numerica din tabelul 8.1, reprezentata grafic, se aseamana foarte mult
cu o exponentiala, atunci se considera functia exponentiald, de forma generala:

y=a-b”*
in care a si b sunt constante pozitive.
Pentru un calcul comod al constantelor a si b se logaritmeaza functia:
Iny=Ina+xinb

si se determina constantele astfel incét eroarea patratica de ansamblu sa fie minimad.

{(iln BORSEORIONT] yi)}

a=exp : s
o5 (5]
e {mgxi Iny, —(Zml: xi)(gm yi):|

5 ()

i=1 i=1

5 Y (y, - ab")’

6.1.1 Algoritm. Regresia exponentiala
void Reg_Exp
(

intreg m, // mumarul absciselor functiei
real x[ 1, // vectorul absciselor functiei numerice
real yI[ 1, /I vectorul ordonatelor functiei numerice
real *pA, Il adresa coef lui a al fct exponentiale (pointer)
real *pB // adresa coef lui b al functiei exponentiale (pointer)
real *E /I adresa erorii (pointer)

)

{ // declararea si definirea variabilelor locale

real sx
real sxx ;
real sy ;
real sxy ;
intreg 1 ;
I/ corpul de instructiuni al functiei
Sx:O;Sy:O;SXy:O;Sxx:O;
pentru i= 1 + m
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Sx = sx + x[1] ;

Sxx = Sxx Tt X[l]*x[l] ;

sy = sytlog( yl[i]) ;

Sxy = Sxyt x[1] * log( y[i])
}

S, -S..-S -S ms,. -S, S
*pA =exp£wJ : *pB :em[#J;
M- S,,-S, - Sy M- S§,,-Sy * Sy
/I se calculeaza eroarea

pentru i= 1+ m
*E:*E+( y[i]_(*pa)*(*pb)x[i] )2

6.2. REGRESIA GEOMETRICA

Daca functia numericd din tabel se aseamdna cu o functie de tip geometric, vom cauta sa
determindm functia de forma:

y =ax”

care sa aproximeze cel mai bine functia numerica. Adica aceeasi conditiec de eroare patratica, de
ansamblu, minima.

Si in aceasta situatie se recurge la o logaritmare a relatiei, pentru a aduce rezolvarea in domeniul
liniar. Avem:

Iny = In(a) + b*In(x)

Se obtin urmatoarele valori pentru a si b:

(o) E) (B s o s
m(g‘ilnz(xi)j (iln jz
m(g‘iln(yi)ln(xi)j—(g‘iln (x; )j(g‘iln(yi )j

m[iilnz(xi )j —(i%m (X )jz

m

E=Z(Yi _axib)2

i=1

a=exp

6.2.1 Algoritmul. Regresia geometrica
void Reg_Geo

(

intreg m, // numarul de abscise
real x[ 1, // vectorul absciselor functiei numerice
real yI[ 1, // vectorul ordonatelor functiei numerice
real *pA, /I adresa coef lui a al fct geometrice (pointer)
real *pB / adresa coef lui a al fct geometrice (pointer)
real *E /I adresa erorii (pointer)

)

{ // declararea si definirea variabilelor locale

real sx ;
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real sy ;

real sxy ;
real sxx
intreg 1 ;

/I corpul de instructiuni al functiei
sx = 0 ; sy =075 sxx =0 ; sxg= 0 ;
pentru i= 1+ m
{

sx = sx + log(x[i]) 7

Sxx = Sxx T log(x[i])*log(x[i]) ;

Sy = sy + log (yI[il)

Sxy = Sxy t log(x[1])* log(yl[il)
}

S, * S-Sy -SWJ _ - m-s,-s, s,
m-s,,-S, - S, m-s,,-S, -S,
/I se calculeaza eroarea

*pA = exp[

pentru i= 1+ m
*E=*E+( y[i]-(*pa)*x[i] "pP) )2

6.3. REGRESIA TRIGONOMETRICA
Se considera functia numerica data in tabelul 8.1 si functia trigonometricd de forma:

y=a+b-cos(w-X)
care aproximeaza cel mai bine functia numerica.
Valorile lui a si b sunt:

Ei%yi)[gcosz a)xi) —(icoswxi)(g yi coswxij

i=1 i=1 i=1

m(icos2 a)xi) —(ﬁcoswxijz

i=1 i=1

m(gj Yi coswxi] —(icoswxij(g‘iyij

i=1 i=1

m m 2
m(z cos? a)xij —(Z coswxij
i=1 i=1

m .

E=) (y; —a—b*cos(wx'))?

i-1
w=2nrf= 2_|_—7[ unde f - frecventa, w - pulsatia, iar T - perioada.
o se stabileste functie de periodicitatea functiei numerice date.

6.3.1 Algoritmul. Regresia trigonometrica

void Reg_ Tri

(

intreg m, // numarul absciselor functiei numerice
real x[ 1, // vectorul absciselor functiei numerice
real y[ 1, // vectorul ordonatelor functiei numerice
real *pA, /I adresa coef a din expresia fct trig. (pointer)
real *pB / adresa coef b din expresia fct trig. (pointer)
real *E /I adresa erorii (pointer)
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{ // declararea si definirea variabilelor locale
real @; // pulsatia (w =2*P1*T)

real sy ;

real Scos 2x: 7

real Scos x s

real Sycosx 7

intreg 1 ;

Sy =07 Scosax = 0 ; Scosx= 0 ; Sycos x = 0 ; //corpul de instructiuni al functiei

pentru i= 1+ m

{

Sy = syt yli] ;

Scos 21 = Scos 2¢ + COS(@X;)* cos(@X;) ;

Scos x = Scos x +COS(CDXI) ;
Sycos x = Sycos x T VYix* COS(Cl)Xi) ;
}

Sy “Scos 2x Scos x Sycos X m'sycos x Scos x 'Sy
*PA = ; *pB = :
M- Scos 2xScos x * Scos x M- Scos 2xScos x * Scos x

/I se calculeaza eroarea

pentru i= 1+ m
*E=*E+( y[i]-(*pa)-(*pb)*cos (w*x[i]) )?2

}

REZOLVAREA NUMERICA A ECUATIILOR DIFERENTIALE DE ORDINUL 1

6.4. METODA LUI EULER iMBUNATATITA (media pantelor)

Aceastd metoda face parte din grupul de metode de tip Runge-Kutta de ordin 2. deoarece da

aceleasi solutii ca si metoda lui Taylor pani la h? .

Utilizeaza media pantelor din punctele (Xy,Ym) $1 (Xp1 Ymer) UNde X4 =X, +h

iar

Yor = Y +hy'm este ordonata obtinutd din ecuatia tangentei in punctul M la curba cu panta

Yo = (X Yr) - Grafic metoda este prezentati in figura 6.1. In acest punct H, de coordonate

(X1, Y +hyr,) se calculeazi panta la curba, anume:

y .= f(xm+h,ym + hy'm)

Se face media dintre panta dreptei prin punctul M si panta dreptei prin punctul H, si se noteaza cu:

Z, =%(f(xm,ym)+ £ (x,*+hy, +hy,, )

|
[
|
|
| I
|
|
[

x

Fig. 6.1. - Calculul grafic al solutiei prin metoda lui Euler imbundtdtita.
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Dreapta de panta z,, este HT. Cu aceasta pantd z se traseaza coarda prin M (echivalent cu a

spune ca se translateaza dreapta HT in punctul M) si se intersecteaza cu dreapta (verticala) din punctul
X = Xm,y, fezultdind punctul R, de coordonate (x.,.;,Ym.;) CONsiderat al doilea punct de pe curba

solutie, primul fiind considerat M(x,,, ¥, ). Ecuatia coardei prin M este:
y="Yn +0.5~(f(xm,ym) + f(xm+h,ym + hy'm))(x ~Xm)
Punctul R, care reprezinta solutia numerica a ecuatiei diferentiale, are ordonata:
You = Yo +05-h-(f (%, )+ (X, +hy, +hy. )
unde y,, = f(XpnYm) -

Aceasta formula (de mai sus) reprezinta formula de calcul a solutiilor numerice pentru o ecuatie
diferentiala ordinara de ordinul intai.

6.4.1. Algoritmul. Metoda lui Euler imbunatatita
void Euler_ Imb

(

real Xxo, //abscisa pct initial prin care trece graficul solutiei
real vyo, //ordonata pct initial prin care trece graficul solutiei
real h, //pasul intre abscisele punctelor de calcul

real vI[1, /I vectorul ordonatelor (ce vor fi calculate)

real x[], I/ vectorul absciselor (ce vor fi calculate)
intreg n /Inumarul de esntioane ale solutiei ec diferentale

)

{ // declaratiile si definitiile variabilelor locale

intreg i;

v[0]l= yo; x[0]=xo;
pentru i= 1+ n

0]l+i*h;

x[1i]= x[0]
i [i-1]+40.5*h* (£ (x[1-1],y([i-1])+£(x[1],y[i-1]+h*E(x[1-1],y[i-11)));

ylil=y
}
}

6.5. METODA LUI EULER MODIFICATA (media punctelor)

In cadrul acestei metode nu se mediaza pantele, ci se evalueaza panta in punctul mediu.
Consideram curba din figura 6.2 in care se da punctul initial M prin care sa treaca curba solutie a
ecuatiei diferentiale si dorim sa determinam cel de al doilea punct al solutiei. Prin punctul (X, Y, )

dat, cunoscut sau determinat, se duce tangenta prin M si se determina pe aceasta tangentd punctul H de
coordonate (Xp,1, Ym.1)- Pand in acest punct nu exista deosebire cu metoda Euler imbunatatita.

Tangenta prin punctul M are ecuatia
Yy=Ymt f (vaym)(x_xm)
Prin intersectia cu dreapta (verticala) in punctul x = x,, +h rezulta coordonatele punctului H:
H(Xpq =Xn +h, Y = Ym +hf (X, Ym) » prezentat in figura 6.2.
Metoda face media coordonatelor punctelor M si H si determina punctul:

h h
P(xp =Xy, +E' Yo =Ynm +E f(xm,ym)j

Se calculeaza panta solutiei y in acest punct P si rezulta:
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h h
Z, = f(xm+5, ym+Ef(xm,ym))

Se scrie ecuatia dreptei care trece prin P, de panta z,,, si se intersecteaza cu verticala in punctul
urmator pe abscisa:

Xoq =X, +h ¢
Dreapta MN are ecuatia:

y=Y,+ f(xm +g, Yo +g f(Xm,ym)j(X—Xm)

Prin intersectia dreptei (8.11) cu verticala in punctul X =X, = X,, +h se determina ordonata R:

h h
Ymir = Ym +hf Xm"'E' ym"'Ef(Xmlym)

care reprezinta formula de calcul a ordonatelor solutiei ecuatiei diferentiale.

7 Xm m+2 Xm+1

Fig.6.2. - Calculul grafic al solutiei ecuatiei diferentiale prin metoda lui Euler modificatd.

6.5.1. Algoritmul. Metoda lui Euler modificata
void Eul_Mod

(

real xo, //abscisa pct initial prin care trece graficul solutiei
real vyo, //ordonata pct initial prin care trece graficul solutiei
real h, //pasul intre abscisele punctelor de calcul

real yI[], /I vectorul ordonatelor (ce vor fi calculate)

real x[], I vectorul absciselor (ce vor fi calculate)

intreg n /Inumarul de esntioane ale solutiei ec diferentale

)

{ // declaratiile si definitiile variabilelor locale
intreg 1i;

x[0]= xo; yI[0]l= vo;

pentru i= 1+n

{ // se calculeaza abscisele si ordonatele solutiei

x[1]1= x[0] + i*h;

y[il=y[i-1]1+h*( £(x[1-1]1+0.5*h, y[i-11+0.5*h*f (x[1-1]1,y[1i-11) );
}
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Lucrarea 4(noua varianta)

4.1. INTEGRAREA NUMERICA
4.1.1. METODA LUI RICHARDSON
Aceastd metoda da o precizie mai bund de calcul a integralei numerice decat metoda trapezului si
S-a obtinut prin modificarea metodei trapezului. Este o metoda in care apare dubla-divizare a
intervalului de integrare.
Se pleaca de la eroarea de trunchiere a metodei trapezului, care pentru o diviziune de latime h este:
er.n = Ch? h= (b-a)/n,
Pentru cealalta diviziune, k = (b-a)/m, se obtine eroarea de trunchiere:
er, k=Ck2
Pentru fiecare diviziune se poate scrie:
I =1Ih+ern
respectiv
I =1k + erx
Eliminand constanta C intre relatiile de mai sus, se obfine expresia:

I =1
- h™ 'k
=l +—=
— )1
G 5
expresie ce poartd denumirea de formula lui Richardson.

4.1.1. Metoda lui Richardson (algoritm)
real I_Richardson

(

real 1s, // limita stdnga a intervalului de integrare

real 1d, // limita dreapta a intervalului de integrare

intreg n, // numarul de subintervale 1

intreg m // numarul de subintervale 2
)
{

// declararea si definirea variabilelor locale
real h; // valoarea lungimii unui subinterval divizat in n sub-diviziuni
real k; I/ valoarea lungimii unui subinterval divizat im m sub-diviziuni
real sumh; /l valoarea integralei cu diviziunea h
real sumk; // valoarea integralei cu diviziunea k
real sum; I valoarea integralei
intreg 1i; // indice intreg pentru ciclul ‘for()’
// instructiunile de calcul
he Id—Is K Id—Is
n-; m

Sumh=(f(Is)+f(ld))/2*h;

Sumk=(f(Is)+f(Id))/2*k;
pentru i= 1 + n-1

sumh = sumh + h*f (ls + i*h);
pentru i= 1 + m-1

sumk = sumk + k*f (ls + 1i*k);
sum=sumh + (sumh-sumk)/( (k/h)*(k/h)-1 );
returneazda sum;
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}

Aceasta metoda determind punctele de divizare ale intervalului de integrare astfel ca eroarea de
calcul a integralei sa fie minima.

4.1.2. CALCULUL NUMERIC AL INTEGRALELOR DUBLE

Pentru simplitate vom considera domeniul de integrare al functiei de doua variabile un dreptunghi
JI t cpanay=1 | (xyyanay
D ac

reprezintd integrala dubla dintr-o functie de doud variabile. Pentru calculul valorii acestei integrale
vom utiliza formula de cubatura a trapezului in continuare.

FORMULA DE CUBATURA A TRAPEZULUI

Intervalele de integrat [a,b] si [c,d] se impart in subintervale de lungimi egale

_b- _d-
h= n sl respectiv k= TC
si se considera dreptunghiul cu varfurile [Xi ' yi] , [Xi+1’ yi] , [Xi+1’ yi+l] , [Xi ' yi+1]
n-1m-1 khn—1m—1
=3 2 =g 2 2 [0y Oy ) Oy 2 (e 30)]

expresie cunoscuta sub numele de formula de cubatura a trapezului. Unde x;=a+i*h, y=c+j*k;
4.1.2. Algoritmul. Metoda cubaturii trapezului
real I_Cubatura Trapez
(
real a, // limita stangd a intervalului de integrare pe axa Ox
real b // limita dreaptd a intervalului de integrare pe axa Ox
real c, // limita stanga a intervalului de integrare pe axa Oy
real d, // limita dreapta a intervalului de integrare pe axa Oy
intreg n, // numarul de subintervale pe axa Ox
intreg m // numarul de subintervale pe axa Oy
)
{
/I declararea si definirea variabilelor locale
intreg i, Jj;
real h; /I valoarea lungimii unui subinterval diviziunea n
real k; /I valoarea lungimii unui subinterval diviziunea m
real sum; /I valoarea integralei
// instructiunile de calcul ale metodei
b-a d-c
h=—>= k=——= .
n - m -
sum = 0;
pentru i= 0 + n-1
pentru j= 0 + m-1
sum = sum+ (h*k)/4*( f(a+i*h, c+j*k) + f(at+i*h, c+(j+1)*k) +
+ f(a+t(i+l)h,c+tj*k) + f£(a+(i+l)h, c+(3+1)*k) );
returneaza sum;

}
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4.2.INTERPOLAREA
4.2.1.

NTERPOLAREA POLINOMIALA LAGRANGE
Se considera functia data prin urmatorul tabel:

X Xo X1 Xn
y Yo Y1 Yn

n

oo e I
i =0, j=i
Pn(x)zzpn(xi H(X):- yijr1]—=ZYi_1_[_X_XJ
i=0 i\ i=0 H(Xi _Xj) i=0 j=0,j#i N j
j=0, j=i
Polinomul de gradul n care trece prin n+1 puncte date, numit si polinomul de interpolare al lui
Lagrange, are forma:

Pn(x)zzn:yi ﬁ

i0  j=0,j= X — X

4.2.1. Algoritmul. Polinomul lui Lagrange
real Lagrange

(

X—Xj

intreg n, /I gradul polinomului de interpolare
real x[ 1, I vectorul absciselor punctelor cunoscute
real yI[ 1, I/ vectorul ordonatelor punctelor cunoscute
real X, // punctul in care se calculeaza interpolarea
)
{ /I declararea variabilelor locale functiei

intreg i, J ;
real sum ;
real prod ;
// corpul de instructiuni al functiei
sum=0;
pentru i= 0 + n
{
prod=1;
pentru j= 0 = n daca (j=#i) prodzprod*x__—X[J]_;
x[i]—-x[j]
sum=sum+ y[i]* prod;
}

returneaza sum; } // valoarea in punctul cerut

4.2.2. POLINOMUL DE INTERPOLARE DE SPETA INTAI AL LUI NEWTON
Face parte din clasa metodelor cu pas constant intre abscise. Aceasta se traduce prin a avea o

anumita zond preferatd, in care precizia este cea mai bund pentru un interval acoperit prin punctele Xo,
.o 4 Xn.
)

Acest polinom de interpolare se exprima functie de diferentele finite. Fie f:a,b] >R si reteaua
Xos X1, X5+, X, CU pasul constant h.

Definitia 5.1. Se numeste diferenta finita de ordinul intdi expresia:
Af(x)= f(x+h)— f(x)
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unde h este pasul constant.
Diferenta finita de ordinul n se poate defini recursiv, folosindu-se de diferenta finita de ordin n-1,
si are expresia de definitie:

A F(x) = A(A" £ ())

Xi Yi Ay, Ay, Ay, Ay, Ay, Ay;
Xo Yo Ay

Xy Y1 Ay, Ay, Ay,

Xy Y2 Ay, Ay, Ay, Ay, Ay,

Xs Vs AYs Ay, | Ay, Aty Ky, | Ay
X4 Vs Ay, Ay, Ay, Ay,

X Ys Ays Ny,

Xg Ye

Definitia. Se numeste putere generalizata de ordinul n a lui x expresia:
X[ = x(x — h)(x - 2h)...(x—(n-1)h)

Pentru h=0 puterea generalizata coincide cu puterea obignuita.

2. Diferenta finita a puterii generalizate este:

Ax" = phx [

Fie functia tabelata data in Tabelul de mai sus, unde reteaua xg,%;,X,,Xs,..., X, €ste cu pasul constant h.

Prin cele n+1 puncte trece un polinom de gradul n pe care il cautam de forma:

Py (%) = Co + Ci(x = X) + Cy(x =g ). 4G (x = o)™
unde
(X=x) = (X = X)X =X,)..(X=X;4) , 1=1,2,..n

Tindnd cont de formulele de calcul ale coeficientilor, polinomul lui Newton de interpolare de

speta intai poate fi scris astfel:

Ay Azy Ay i
Pn(Xo) = Yo +Tﬁ(x—xo)[l] + 2!hg (x—xo)[z] +--~+rhr?(x—x0)[ ]

4.2.2. Algoritmul. Newton 1
real Newton 1

(

intreg n, /I gradul polinomului de interpolare

real xo, /[ abscisa primului punct cunoscut

real h, // pasul constant intre abscisele cunoscute
real y[ 1, /I vectorul ordonatelor punctelor cunoscute
real xp, // abscisa punctului in care se face interpolarea
)

{ // declararea si definirea variabilelor locale

real sum ;
real prod ;
integ i, j ;
// corpul de instructiuni al functiei

sum = y[0]; /I pornesc cu suma de la yo
prod = 1 ;
pentru i= 1.. n
{ //calculul diferentelor finite
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pentru j= 0.. n-1 v[jl = y[3+1] - yI[3];
prod = prod*(xp —(x0 +(i —1)*h))*%*%

sum = sum + y[0]*prod ;
}
returneazada sum ;

}

3

// valoarea interpolata
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